FUNCIONES

ANDREA CALVO GARCIA




INDICE

FUNCIONES ... et 3
1. Funciones reales de variable real. ...........c.ccoovviiiiiiiiiiii e, 4
2. Clasificacion de funCIONES. .........cccooiiiiiiiiiii e 6
3. Puntos de corte CON 10S €JES. ....cciiiiiiiiiiiiiiiiie e 9
4. Signo de una funcién o intervalos de signo constante. ............................ 9
5. Dominio y recorrido de una funcion. ............cccoooeviiiieiiiice 10
6. Tasade variacion media. .........cccoooiiiiiiiiiiie e 15
7. Crecimiento y decrecimiento de una funcion. .............ccccccceiiiiiiiiiinn.n. 17
8. Concavidad y convexidad y puntos de inflexién de una funcion. .......... 20
9. Maximos y minimos de una funcion. ..............cccccciiiieieiiiiie e 24
10. Acotacion de una funcién. Extremos absolutos. ...........ccccceeeviiiiiininnne. 27
11.Simetrias de una funCidn. ........cccooiiiiiiii e 33
12.Periodicidad de una funCion. ..o 35
13. Transformaciones de funCiONEeS. ........ccccoviiiiiiiiiiiiiiiec e 36

a) Simetrias:  -f(X) Y F(-X) oo 36
b) Valor absoluto:  [f(X)] ..eeooeeeeeeeeeee s 39
c) Traslaciones verticales y horizontales: K+f(x) y f(x+K)...... 43
d) Dilataciones y contracciones: Kef(x) y f (KeX)..oooomirruuiiiinnnnn. 47
14.Operaciones Con fUNCIONES. ........coooiiiiiiiiii e 51
15.Composicion de fuNCIONES. ..........ciiiiiiiiiiie e 55
16.Funcidn inyectiva, sobreyectiva y biyectiva. .........cccccciiiiii 57
17 . FUNCION INVEISA. ...uuiiiii e e e et e e e 64

FUNCIONES POLINOMICAS, RACIONALES E

IRRACIONALES ..t 69
1.Funciones poliNnOMICAS.  ......oooiiiiiiie e 70
2.Funciones polinébmicas de primer grado. .........cccoceveiiiiiiiiiii e 74
3.Funciones potencCiales. .........ccccoiiiiiiiii i 78
4. Funciones CUAAIAtiCas. .......coeuuuuuuumiiiiiee e 80
5.Interpolacion y extrapolacion. .........ccooooeiiiiiii e 83
6.FUNCIONES CUDICAS. ....oovniiii e 86
7.FUNCIONES racCionales. .........uuii i 88
8.Funciones del tipo:  K/X™ oo 91
9.Funciones del tipo:  K/(X — @)? .oooieiiieeie et 93
10.Funciones con radiCales. .........coiiiiiiiiiiii e 96
11.Funciones del tipo: K/ VX oo, 100

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.



FUNCIONES TRANSCENDENTES Y FUNCIONES

A TROZOS .o 103
1. Funciones exponenciales. .........ccooooiiiiiiiiiiiiiiiiie e 104
2. Funciones [0garitmiCas. ........cccoooiiiiiiiiiiiiei e 110
3. Dominio y recorrido de las funciones trigopnométricas. ....................... 115
4. Funciones trigoONOMELriCaS: ........uuiiiiiiiiiiiiiiiieieeii e 118

0 FUNCION SENO. ... 118

O FUNCION COSENO. ...oueiiiiie e 122

o Funcidntangente. ... 125

o Funcidn cotangente. ... 129

0 FUNCION SECANEE ......eeeeiiie e 130

o Funcidn cosecante. ... 132

5. Funciones trigonoOmetricas iNnversas: ...........ccooveveiiieeiiiieeeiiiee e, 134
O FUNCION @rCo SENO0. .....oovuiiiiiiiiii e 134

o Funcidn arCo COSENO. .......ueiiiiiiiiiiie e, 138

o Funcion arco tangente. ... 139

6. FUNCIONES @ 1r0Z0S. ..oooieieiieeeee e 142
7. Funcidn parte entera. .........coooiiiiiiiiiii 145
8. Funcion parte decimal. Funcion distancia. .............ccoooeeiiiiiiiineiinnne.. 151
9. FUNCION SIGNO.  weeiiiiiii et e e e e e e e eeeeaeaes 154

LIMITES DE FUNCIONES ..., 156

1. Calculo de limites de funciones elementales y limites que conviene
(070 g To o =1 RSP 157
o Funcidnconstante .........oooiiiiii i 157
o Funcidnidentidad ..........coooiiiiiii i 158
o Funcién potencial de exponente natural ... 159
o Funcién potencial de exponente entero negativo ..................... 161
o Funcidn exponencial ..........cccoooiiiiiiiiii e 163
o Funcidn logaritmica ..o 164
o Limites que conviene CONOCEr ........ccoeeuiiiieiiiiiiiiie e, 165
2. ASINTOLAS ..o 166
o Asintotas verticales. ... 166
o Asintotas horizontales. ... 168
o Asintotas oblicuas. ..........cooiiiiiiii 170

CONTINUIDAD DE FUNCIONES ..., 175
1. Continuidad de una funcCioN. ... 176
2. Propiedades de las funciones continuas. .............ccccccviiieiiiiiiiiieeeeeee, 178
3. Tipos de discontinuidad. ...........cccoovviiiiiiiiiii e, 179

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.



FUNCIONES

—

. Funciones reales de variable real.

Clasificacion de funciones.

Puntos de corte con los ejes.

Signo de una funcién o intervalos de signo constante.
Dominio y recorrido de una funcion.

Tasa de variacién media.

Crecimiento y decrecimiento de una funcion.

Concavidad y convexidad y puntos de inflexién de una funcién.

© ®©® N o o bk~ W b

Maximos y minimos de una funcion.
10. Acotacion de una funcion. Extremos absolutos.
11. Simetrias de una funcion.
12. Periodicidad de una funcion.
13. Transformaciones de funciones.
a) Simetrias: - f(x) y f (- X)
b) Valor absoluto: [f(x)|
c) Traslaciones verticales y horizontales: K + f(x) y f(x + K)
d) Dilataciones y contracciones: Kef(x) y f (Kex)
14. Operaciones con funciones.
15. Composicion de funciones.
16. Funcion inyectiva, sobreyectiva y biyectiva.

17. Funcion inversa.

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.



FUNCIONES

1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

Una funcién real f de variable real es una relacién que asocia a cada numero
real x un unico numero real f(x).

Se expresa de la siguiente manera:

fFf:DclR — R
X — y=S®

La variable x se llama variable independiente y la variable y es la variable
dependiente.

Jlxz)

R -~ R
Dom( f) Im(f)
Ty
Fx) = fl=)

o —
iy _ﬂ:-i-}
T, o —w8 fix]

@

Es funcién

A cada valor de x le corresponde un unico valor de y
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f(z)

—=0 f(x,)
flzy)
flx)

N—\: flz)
ﬂm:g] = .f[':r]:'

No es funcion

Al valor x; le corresponde dos valores de y
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2. CLASIFICACION DE FUNCIONES

[ Polinémicas: f(x)=3x -x2 +2x-1
45+ 3
Algebraicas <+ Racionales: f(x) = i .
Irracionales: f(x) = x? +9
Funciones - - «
Exponenciales: f[(x)=3
Transcendentes | Logaritmicas: f(x) = log; x
Trigonométricas: f(x) = sen 2x
A trozos f(x)= |x|

Una funcién es algebraica si la variable independiente x solo tiene operaciones
algebraicas: suma, resta, multiplicacion, elevar a potencias y extraer raices.

Una funcion es transcendente si no es algebraica.
Funciones algebraicas: polindmicas
e Funcién polinGmica

1

fx)=a,x" +a,x" + .. tap x% + a;x + ag

e Funcién de primer grado:
1. Funcion constante: y=K
2. Funcion afin:.  y=ax+b

3. Funciénlineal: y=ax

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach. 6
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e Funcién de segundo grado:
1. Funcién cuadratica: y=ax*+bx+c
e Funcidn de tercer grado:
1. Funcion cubica: y=ax’+bx?+cx+d
e Funcién de cuarto grado:
1. Funcién cuartica: y=ax*+bx®+cx® + dx + f

e Funcién potencial.

n

1. Funcion potencial:  y = ax

Funciones algebraicas: racionales
e Funcién racional del tipo: y=k/x

e Funcioén racional del tipo: y=k/ (x - a)?

Funciones algebraicas: irracionales

e Funcién irracional o funcién radical:

S(x)=%/g(x)

Funciones transcendentes: exponenciales

e Funcion exponencial: y=a*

Funciones transcendentes: logaritmicas

e Funcién logaritmica: y=1logaX
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Funciones transcendentes: trigonométricas
e Funcion seno: y=sen x
e Funcion coseno: y=cos x
e Funcién tangente: y=tg X
e Funcién cotangente: y=cotg x
e Funcidn secante: y=sec X

e Funcién cosecante: y=cosec X

Funciones trigonométricas inversas
e Funcidén arco seno: y=arc sen X
e Funcién arco coseno: y=arc cos X

e Funcidn arco tangente: y=arc tg x

Funciones a trozos
e Valor absoluto de una funcién: y = |x|
e Funcidén signo: y=sig X
e Funcidn parte enterade x: y=E(x) ,y= [X] , y=Ent(x)
e Funcidn parte decimal de x o funcién mantisa: y= Dec(x)

e Funcién escalonada.

FUNCIONES EXPLICITAS E IMPLICITAS

Una funcién es explicita si viene dada como y = f(x), es decir, la variable
dependiente y esta despejada.
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Una funcién es implicita si viene dada de la forma f(x, y) = 0, es decir, si la
funcién se expone como una expresion algebraica igualada a 0.

Toda funcion expresada en forma explicita se puede poner en forma implicita y
viceversa.

3. PUNTOS DE CORTE CON LOS EJES

Con el eje de abscisas (eje X)

La segunda coordenada debe ser 0, por lo tanto debe ser del tipo (a, 0). Los
valores de a son las raices de la ecuacion f(x) = 0.

Con el eje de ordenadas (eje Y)

La primera coordenada debe ser 0, por lo tanto debe ser del tipo (0, b). El valor
de b se averigua hallando la imagen de 0O, es decir, b = f (0).

Solo puede cortar al eje de ordenadas en un Unico punto.

4. SIGNO DE UNA FUNCION O INTERVALOS DE
SIGNO CONSTANTE

Para representar graficamente una funcién es (til saber en qué intervalos su
grafica estd por encima o por debajo del eje X.

e Sila grafica va por encima: f(x) >0

e Siva por debajo: f(x) <0
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Para ello, se deben hallar los puntos de corte de la funcién con el eje Xy los
puntos de discontinuidad. Después se estudia el signo de la funcién en los
distintos intervalos en que ha quedado dividido dicho eje.

5. DOMINIO Y RECORRIDO DE UNA FUNCION

Dada una funcion real de variable real:

f:DcR — R
£ — y=f(

El dominio de la funcién es el conjunto D c R de los valores para los que esta
definida la funcién. Se representa por Dom f.

Dominio de f , Dom(f)={ xeR | f(x) existe}

El recorrido o imagen de la funcién es el conjunto de valores que toma la
funcién. Se representa por Im f.

Imagen de f, Im(f)Z{yE]R | v=fi{x) , xEDDm(f)}

CALCULAR EL DOMINIO DE UNA FUNCION

Funciones polindmicas

El dominio es R ya que para todo valor real de la variable x puede calcularse

el correspondiente valor .
Son ejemplos de funciones polindbmicas:
f(x) = x g(x)=3x-2 h(x)=x*-3x +5 q(x)=x*-3x*+8

Dom (f)= R Dom (g) =R Dom (h) =R Dom(q)=R

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.
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Funciones racionales

El dominio esta formado por todos los numeros reales, excepto por aquellos que
anulan el denominador.

Son ejemplos de funciones racionales:

_ dx X 3
Jix)= gix)=— hi{ x) = —

x-=72 =4 3 x

El denominadorde f se anulacuando x-2 =0, es decir, x = 2. Por lo tanto,
Dom (f) = R - {2}

El denominador de g se anulacuando x*-9 =0, es decir, x =+ 3. Por lo
tanto,

Dom(g)=R-{- 3, 3}

El denominador de h se anulacuando 5-x =0, esdecir, x=25. Por lo tanto,

Dom (h) = R - {5}

Funciones irracionales

Para determinar el dominio de una funcidn irracional existen dos casos:

. [ sion es impar = Dom{f = Domi{g)
Dada f{x) = § glx) =

|
Il sionoespar = Domif) 'l xe Domig) g(_t}}[]}

Son ejemplos de funciones irracionales:

-

5
I

fixi=+x-3 fiix)=4x" -3

La funcién f tiene sentido, al ser n par, cuando x-5 =20, es decir, x=5.
Por lo tanto,

Dom (f) =[5, + =)

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach. 11



La funcion h tiene el mismo dominio, al ser n impar, que la funcion x? -5,
Por lo tanto,

Dom (h) =R
Funciones exponenciales

El dominio de una funcion exponencial es igual al dominio de la funcién que
aparezca en el exponente.

Sifixy =a*" . cona>0v a#1 = Dom(f)= Domg)

Son ejemplos de funciones exponenciales:

La funcion f tiene el mismo dominio que la funcién x? - 5. Por lo tanto,

Dom (f) =R

La funcidn h no tiene sentido cuando se anula el denominador del exponente,
x-7=0, esdecir x=7.Porlo tanto,

Dom (h) = R - {7}

Funciones logaritmicas
Debido a que solo tienen sentido los logaritmos de numeros positivos, resulta que:
St f(x)y =log, |gix) ] cona=0v a=l = Domif) fxe Dom () | @ix)=0 :

L

Son ejemplos de funciones logaritmicas:

f(x)=logs (x-3) h(x) =log (x*~4)
Para f(x) resolvemos lainecuacion x-3 >0, esdecir x> 3. Por lo tanto,

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach. 12



Dom (f) = (- =, 3)
Para h(x) resolvemos lainecuacion x*-4 >0, esdecir (x+2)(x-2)>0
Para x=-3 tenemosque (-3)*-4=9-4=5>0.
Para x=0 tenemos que 0%-4=-4<0.
Para x=3 tenemosque 3°-4=9-4=5>0.

Por lo tanto,

Dom (h) = (- », -2) U (2, +)

Dominio y recorrido de las funciones trigonométricas

Las funciones f(x) =seng(x) y f(x)=cos g(x) estan definidas siempre que lo
esté la funcion g(x).

La funcion f(x) =tg g(x) esta definida siempre que g(x) # /2 + k-1r

Dominio Imagen, rango o recorrido
y=senx R {yeER | -1sy<1}
y =cos X R {yeER | -1<sy<1}
y=tgx {x€ER| xzm/2 (2k+1) } R
y = cotg x {x€ER| xzkm } R
y =secx {x€R| x=zm/2(2k+1) } {yeER |y<-1 6 y=21}
y = cosec X {x€R | xzkm } {yeER |y<-1 6 y=21}

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach. 13
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Dominio y recorrido de las funciones trigonométricas inversas

Dominio Imagen, rango o recorrido
y=arcsenx |{x€ER | -1<x<1} {YER | -m/2 <y <m/2}
y = arc cos X {xeR | -1<sx<1} {yeER | 0<sy<m}
y=arctgx R {yeER | -m/2<y<n/2}
y=arccotgx |R {yeER | 0<sy<m}

IN
1
IRy
O~
x
v

y =arcsec x {x ER | x 1}{yerR | O

IA
<
IA

mo,yzn/2}

IN
1
=
O~
x
v

y=arccosecx |[{ x ER | x 1H{y€eER | -m/2<y<n/2 , y#0}

Calcular el recorrido de una funcion

Para hallar el recorrido de una funcion f(x) hacemos lo siguiente:
1. Igualamos f(x) =y
2. Despejamos la variable x.

3. Estudiamos el dominio de la nueva funcion.

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.
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6. TASA DE VARIACION MEDIA

TASA DE VARIACION EN UN INTERVALO

La tasa de variacion, TV, de una funcién, f(x), en un intervalo [x1, x2], es:

TV[XI 5] Zf(XE) — f(Xl)

La TV representa el aumento o la disminucion de la funcion en los extremos del
intervalo.

J(az) |

f{if!f[

] ina

TASA DE VARIACION MEDIA EN UN INTERVALO

La tasa de variacién media, TVM, de una funcion, f(x), en un intervalo [x1, x2],
es:

™V _ f(xp) - f(x)
[ 7] X3 — X

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach. 15



La tasa de variaciéon media en un intervalo es la pendiente de la recta que
une los puntos de la grafica correspondientes a los extremos del intervalo.

flxa)

.ﬂ-"z:'_

Crecimiento y decrecimiento. Tasa de variacion media.

e Tasade variacion media en una funcién estrictamente
creciente

Si f(x) es estrictamente creciente en el intervalo [x4, X2], la tasa de
variacion media (TVM) es estrictamente positiva.

J(xp) - S(x)

Xz — X4

TVM =

[X1 » &3

e Tasade variacion media en una funcién estrictamente
decreciente

Si f(x) es estrictamente decreciente en el intervalo [x4, X2], la tasa de variacidon
media (TVM) es estrictamente negativa.

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.
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_ S —SG)

Az — &

TVM

[Xl » &2

e Tasade variacion media en una funcidon constante

Si f(x) es constante en el intervalo (x4, X2), la tasa de variacién media en
ese intervalo es cero.

Como f(x) es constante en (xy, x2), entonces:

f{x;) =1(x;) =  f(x) - f(x,)=0 = TVM[ =0

Z =X2]

/. CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE UNA
FUNCION

Monotonia de una funcion
La monotonia consiste en estudiar como aumenta o disminuye la variable

dependiente y al aumentar o disminuir la variable independiente x.

Crecimiento de una funciéon

e Crecimiento de una funcién en un intervalo

Una funcion f(x) es estrictamente creciente en un intervalo (a, b) si
para dos valores cualesquiera del intervalo x4 y xp tales que x4<
Xo, s€ cumple que f(x) < f(x2).

Decir que f(x4) < f(x2) eslo mismo que:

S-S

X3 — X

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach. 17



Sera creciente si  f(x1) < f(x2), es decir:

S ) -S(x)

Xz — X

= 0

Una funcién es creciente si al aumentar la 'x' aumenta la ‘y’.

e Crecimiento de una funcién en un punto

Una funcion f(x) es estrictamente creciente en un punto de
abscisa X siexiste un entorno simétrico de xo en el que la funcién
es estrictamente creciente. Es decir:

S-S (x)

> 0 paratedo xeE(x), 7)={(x -7, 3 +7)

Una funcién f(x) es creciente en un punto de abscisa X si existe un
entorno simétrico de X, en el que la funcion es creciente. Es decir:

S-S (x)

> 0 paratodo xeE(x, 7)=(x—7, x+7)

Decrecimiento de una funcion

e Decrecimiento de una funcién en un intervalo

Una funcion f(x) es estrictamente decreciente en unintervalo (a, b) si
para dos valores cualesquiera del intervalo x4 y Xx» tales que x4 <Xy, se
cumple que f(x1) > f(x2).

Decir que f(x1) > f(x2) es lo mismo que:

S () S (%)

Az — X
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Sera creciente si  f(x1) = f(x2), es decir:

S-S _

Az — &

Una funcion es decreciente si al aumentar la X' disminuye la ‘y’.

Decrecimiento de una funcién en un punto

Una funcién f(x) es estrictamente decreciente en un punto de
abscisa X si existe un entorno simétrico de X, en el que la funcién es
estrictamente decreciente. Es decir:

S - S(x)

< 0 paratodo xeE(x, 7)=(x—7, x+7)

Una funciéon f(x) es decreciente en un punto de abscisa X, si existe un
entorno simétrico de X, en el que la funcién es decreciente. Es decir:

SR =S (x)

< 0 paratodo xeE(x, 7)={(x —7, % +7)
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8. CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD Y PUNTOS
DE INFLEXION DE UNA FUNCION

Concavidad de una funcién

Una funcién f(x) es concava hacia arriba o simplemente céncava en un punto,
si la recta tangente a la gréafica de f en ese punto esta por debajo de la gréfica.

La funcion f(x) = x*>+1 es concava puesto que la tangente para cualquier
punto queda por debajo de la grafica de la funcion.

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.
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Convexidad de una funcién

Una funcion f(x) es concava hacia abajo o simplemente convexa en un punto, si
la recta tangente a la grafica de f en ese punto esta por encima de la gréfica.

y = -3 - 3x \

La funcion f(x) = - x? - 3x es convexa puesto que la tangente para cualquier
punto queda por encima de la grafica de la funcién.
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Punto de inflexion

Una funcion f(x) tiene un punto de inflexién, cuando la recta tangente en ese
punto atraviesa la grafica de la funcion. Por tanto hay un cambio de curvatura de
céncava a convexa o viceversa.

y=x'+2

En el punto (0, 2) lafuncidn f(x) tiene un punto de inflexion ya que la recta
tangente en ese punto atraviesa a la grafica.

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.
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Ejemplo de concavidad y convexidad de una funcion

Determinar la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de la siguiente

funcion:
f(x) = x> - 3x + 2

e (-=,0): lafuncidén es convexa.

e (0, «): lafuncién es concava.

creciente

Hecracients

i

creciente

Inflexion

convexa

concava

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.
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9. MAXIMOS Y MINIMOS DE UNA FUNCION

Maximo relativo de una funcion

Una funcién f alcanza un maximo relativo en un punto de abscisa x0 si
existe un entorno reducido de x0, es decir E*(x0, h) = (x0 - h, x0 + h) - {x0}, tal
que f(x) <f(x0) para todos los puntos de dicho entorno reducido.

IR L 1 ]

T T

3 2 - ] 1 ! 3 H
¥o-h X0 dea+h

nd
L=
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Minimo relativo de una funcién

Una funciéon f alcanza un minimo relativo en un punto de abscisa x0 si existe
un entorno reducido de x0, es decir E*(x0, h) = (x0 - h, x0 + h) - {x0}, tal que
f(x) > f(x0) para todos los puntos de dicho entorno reducido.

YEX H4X 2

Entorno reducido: E*(xg h) = E(xg h) - {x0} = (x0 - h, x0) U (X0, xo + h)
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Ejemplo de minimos y maximos relativos de una funcion

Determinar los minimos y maximos relativos en la grafica de la siguiente funcion:
f(x) = x> - 3x + 2

e Elpunto (-1, 4) es un maximo relativo.

e Elpunto (1, 0) es un minimo relativo.

Maximo relativo

fecreciente

creciente creciente
el
Inflexion
: . : ! * Minimo' relativo * !
convexa concava
il A
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10. ACOTACION DE UNA FUNCION. EXTREMOS
ABSOLUTOS

Funcion acotada superiormente. Maximo absoluto

Una funciéon f decimos que esta acotada superiormente si existe un nuimero K

tal que la imagen de cualquier punto x del dominio de f es siempre menor o
igual que ese valor.

J esta acotada superiormente < dK e

tal que f(x)= K paratodo xeDom(/)

A este numero K le llamamos cota superior de la funcion f.

Una funcién acotada superiormente tiene infinitas cotas superiores. A la mas
pequeia de las cotas superiores le llamamos extremo superior o supremo y lo
expresamos como sup (f).

Si la funcion alcanza al supremo, este se llama maximo absoluto de la funcién, es

decir, que existe xo € Dom (f) tal que f(xo) =K, siendo K =sup (f), diremos
que f tiene un maximo absoluto y este maximo absoluto es K.

ye-x'+3
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Observando la grafica, podemos advertir que una cota superiores K=4 o para
toda k>4 es cota superior.

También se puede advertir que la cota superior mas pequefia es K=3 por tanto
sup (f) = 3.

Como K=3 € Im (f) (K pertenece a la imagen=rango=recorrido de f) tenemos
que K=3 es el maximo absoluto de la funcién.

Graficamente, si al trazar la linea horizontal del supremo, esta toca a la grafica de

la funcion en algun punto, entonces la funcién tiene un maximo absoluto, y si no
toca a la grafica en ningun punto no tiene maximo absoluto.

Funcién acotada inferiormente. Minimo absoluto

Una funcion f decimos que esta acotada inferiormente si existe un
namero P tal que la imagen de cualquier punto x del dominiode f es
siempre mayor o igual que ese valor.

/ esta acotada inferiormente < dJFPe
tal que f(x)= P
para todo xe Dom(/)

A este niumero P le llamamos cota inferior de la funcién f.

Una funcion acotada inferiormente tiene infinitas cotas inferiores. A la mas
grande de las cotas inferiores le llamamos extremo inferior o infimo y lo
expresamos como inf (f).

Si la funcion alcanza al supremo, este se llama minimo absoluto de la funcion, es

decir, que existe Xxo € Dom (f) tal que f(xo) =P, siendo P =inf(f), diremos
que f tiene un minimo absoluto y este minimo absoluto es P.
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Observando la grafica, podemos advertir que una cota inferiores P=-3 o para
toda P<-3 es cota inferior.

También se puede advertir que la cota inferior mas grande es P= -2 por tanto
inf (f) = - 2.

Como P =-2eIm(f) tenemosque P =-2 es el minimo absoluto de la
funcion.

Graficamente, si al trazar la linea horizontal del infimo, ésta toca a la grafica de
la funcién en algun punto, entonces la funcién tiene un minimo absoluto, y si no
toca a la grafica en ningun punto no tiene minimo absoluto.
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Funcion acotada

Una funcién f esta acotada si esta acotada superior e inferiormente.

Ejemplo de funcion acotada:  f(x) = 4x / (x° - 4)

p=1
dr
= e ———
e — 4
T [l T
-7 G 5 i 3 F] 1 a 1 z 3 a 5 ] T
—
y=-—1

Una cota inferior es P = -2

Observando la grafica del ejemplo, podemos ver que la cota inferior mas grande
es P =-1, porlo que inf (f) =-1.

Como -1€lIm (f) tenemos que P =-1 es el minimo absoluto de la funcion. De
hecho, al trazar la recta y = -1, ésta toca a la grafica de la funcién.

Una cota superior es K = 2
Por otro lado, la cota superior mas pequena es K= 1, porlo que sup (f)=1.

Como 1€Im(f) tenemos que K=1 es el maximo absoluto de la funcion.
Ademas, al trazar la recta y = 1, también vemos que ésta toca a la gréfica de la
funcién.

Por tanto, la funcion esta acotada, pues esta acotada tanto inferior, como
superiormente.
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Ejemplo de funcién acotada:  f(x) =2/ (x* + 1)

=10

Una cota inferior es P = -1

La cota inferior mas grande es P =0, por lo que inf (f) = 0.

Como 0 ¢ Im(f) tenemos que P =0 no es minimo absoluto de la funcién. De
hecho, al trazar la recta y =0, ésta no toca a la grafica de la funcién.

Una cota superior es K =3
Por otro lado, la cota superior mas pequefia es K= 2, porlo que sup (f) = 2.

Como 2€Im(f) tenemos que K =2 es el maximo absoluto de la funcién.
Ademas, al trazar la recta y = 2, vemos que ésta toca a la grafica de la funcion.

Por tanto, la funcidn esta acotada, pues esta acotada tanto inferior, como
superiormente.
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Ejemplo de funcion acotada:

Una cota inferiores P = -2
La cota inferior mas grande es P =-1, por lo que inf (f) = -1.

Como -1€Im (f) tenemos que P =-1 es el minimo absoluto de la funcion. De
hecho, al trazar la recta y = -1, ésta toca a la grafica de la funcién.

Una cota superior es K = 2
Por otro lado, la cota superior mas pequefia es K= 1, porlo que sup (f) =1.

Como 1€Im(f) tenemos que K= 1 es el maximo absoluto de la funcién.
Ademas, al trazar la recta y = 1, también vemos que ésta toca a la grafica de la
funcion.

Por tanto, la funcion esta acotada, pues esta acotada tanto inferior, como
superiormente.
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11. SIMETRIAS DE UNA FUNCION

Funciones pares

Una funcion f es simétrica respecto al eje de ordenadas (Y) si verifica que:

f(—x)= fi{x) paratodo x € Dom {f)

Las funciones simétricas respecto al eje de ordenadas se denominan funciones pares.

f(-x)=(-x)*-5=x*-5

f(-x) =f(x)

Por lo tanto se cumple la condicién de funcion par.

(0, -5)
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Funciones impares

Una funcion f es simétrica respecto al origen de coordenadas si verifica que:

f(—x)=—f(x) paratodo x = Domif)

Las funciones simétricas respecto al origen de coordenadas se denominan funciones
impares.

f-x)=(-x)°+2 (x)=-x>-2x=-(*+2x
f(-x)=-1(x)

Por lo tanto se cumple la condicién de funcion impar.

{1,3)
yEx'+ x

(1, 9/8)

=1,-

1.-3)

Funcidn que no es par ni impar

La funcion f(x) = x*-3x no es ni par ni impar, puesto que:

f(-x)=(-x)?-3 (-x) =x* + 3x, por lo tanto f (- x) # + f(x)
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12. PERIODICIDAD DE UNA FUNCION

Una funcién f es periddica de periodo T >0 si para cualquier valor de x del
dominio de la funcién se cumple que:

() =f(x+D)=f(x+2N)= ... =f(x+k-T)
Siendo K un numero entero. Simplificando la expresion:

J{x+K-T)=f(x) paratodo K eZ

Es decir, una funcion es periddica cuando se repite cada cierto intervalo.

Ejemplo de funcion periodica:  sen x

La funcion f(x) = sen (x) es periddica, ya que se cumple que: f(x) = f(x +
K-2m) paratodo Ke Z.

Sen(x) = sen(x + 21T) = sen(x + 411) = sen(x + 61T) =...

Ademas, sen (- x) = - sen(x), por lo tanto es impar, y su representacion grafica es
la siguiente:

- 27/\ - ﬂ i} 2"/—\3“ ‘t"/
: I - e 0 o .

Si a un angulo cualquiera x le sumamos una vuelta completa, es decir, 21T rad,
las razones trigonométricas del nuevo angulo coinciden con las de x, por
tanto: sen(x) = sen(x + 2m)
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Ejemplo de funcion periédica: funcién mantisa

La funcion f(x) = x - E(x) , o funcidbn mantisa, es periddica ya que se cumple
que: f(x)=f(x+K) paratodo KeZ

x-E(x) = (x+1)-E(x+1) = (x+2)-E(x+2) =...

Tr=1

LSS SIS TSP S

y==x — E(x)

13. TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

Dada la funcion f(x) vamos a hallar las funciones relacionadas con ellas:

a) Simetrias: -f(x) y f(-x)
b) Valor absoluto:  [f(x)]
c) Traslaciones verticales y horizontales: K+ f(x) y f(x + K)

d) Dilataciones y contracciones: K-f(x) y f(K-x)

a) Simetrias: -f(x) v f (- x)

Lafuncién -f(x)

La funcion - f(x) cambia de signo a la funcién f(x). Las graficas de f(x) vy -f(x)

son simétricas respecto al eje OX.

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.
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M= 2" -5+ 3

~Mfx) = -x  Sx - 3

Las funciones f(x)=x?-5x+3 y -f(x)=-(x*-5x+3)=-x*+5x-3 son

simétricas respecto al eje OX.

Lafuncién f(-x)

La funcion f (- x) se obtiene sustituyendo x por -x enlaformula de f(x).
Esta funcion es simétrica con respecto al eje OY de la funcién f(x).

fl-x)=x*-2u+3

fix)=x'+2x+3
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Las funciones f(x)=x?+2x+3 y f(-x)=(-X)>+2(-x)+3=x*-2x+3 son
simétricas respecto al eje OY.

Lafuncién -f (-x)

La funcion -f (- x) se obtiene sustituyendo x por -x enlaformula
de f(x) y cambiando los signos de la funcion. Esta funcidn es simétrica con
respecto al origen de coordenadas.

Las funciones f(x)=x?-4x+4 y -f(-x)=-(-X)>+4(-x)-4=-x*-4x-4 son
simétricas respecto al origen de coordenadas.
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Resumen de simetrias:

Grafica original........ccuuiiiiiiieei ) y = f(x)

Simétrica (respecto al €je OX).......cooviiiiiiiiiiiiiiiiieeeee e : o y=-1(x)

Simétrica (respecto al eje OY)......ccccvvvvviiieieveniiiieeeel. Y =1 (- X)
y=-f(-x)

Simétrica (respecto al origen).......cccooeeeeeeiieiiiiiiiiel

b) Valor absoluto de una funciéon: |[f(x)]

La funcion |f(x)] cambia de signo los resultados negativos de  f(x);
los resultados positivos los deja iguales. Su grafica no puede aparecer por debajo

del eje OX.

El valor absoluto de una funcién se define como:

f(%) g f(x)=20

S ()| =
—f(x) si fi{x)<0

Ejemplos del valor absoluto de una funcion

1) f(x)=|3x-2|

3x-2 i 3x-2 20 3x-2 il XEE
3x-2 | = = )
-3x+2 &8 3x-2=<0 -3x+2 = X{E
Dom (f) =R
Im (f) = [0, +)
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Puntos de corte:

Para x=0 sustituimos en:
f(0)=-30+2=2

El punto de corte es: (0, 2)
Para que f(x) = O se tiene que:
3x-2=0 —» x=2/3

El punto de corte es: (2/3, 0)

| f{xh =3 -2¢

'
i/

I

I

“I" f{x}=3x-2

2) f(x)=|x*-5x+5]|

X% -5%+5 d x°-5x+5>0
. .5x+5]|=

-x?+5x-5 & x*-5x+5<0

Resolvemos la inecuacion: x?>-5x+520

X>-5x+5=0

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.
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P
« IntervaloA: x=0 = x*-5x+5=5>0
« IntervaloB: x=3 = x*-5x+5=3°-53+5=-1<0
* Intervalo C: x=4 = x*-5x+5=4°-54+5=1>0
Por tanto, tendremos que x°-5x + 520 en los intervalos A y C.
Y sera x*-5x +5<0 Unicamente en el intervalo B.

La funcion queda:

[ . 5 -5

x? -5x+5 4 x <

2 .
- + - —:': :':—
2_5 5 J X 5x-5 =l X

x% -5x+5 s

Dom (f) =R

Im (f) = [0, +<)
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Puntos de corte:

Para x=0 sustituimos en:
f(0)=0%°-5:0+5=5

El punto de corte es: (0, 5)
Para que f(x) = O se tiene que:

x? - 5x + 5 =0, es decir:

:5+J§ IINE

2 2

X

|f(x) | = | - 5x +5 |

fix)=x*=-5x+5
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c) Traslaciones verticales y horizontales:

K+f(x) v f(x+K)

Traslaciones verticales

Trasladar verticalmente K unidades una funcion f(x) es sumarle a la variable

dependiente y =f(x) laconstante K.
Se obtiene la funcion y =f(x) + K

Si K> 0 lafuncién se traslada hacia arriba.
Si K< 0 lafuncién se traslada hacia abajo.

ParaK>0: K;=2 y K;=4

(Se traslada hacia arriba)

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.
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ParaK<0: Ki=-2 y K,=-4

(Se traslada hacia abajo)

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.
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Traslaciones horizontales

Trasladar horizontalmente K unidades una funcién f(x) es restarle ala
variable independiente x la constante K.

Se obtiene la funcion y = f(x + K)
Si K> 0 lafuncion se traslada hacia la izquierda.
Si K< 0 lafuncion se traslada hacia derecha.

ParaK>0: Ki=2 y Ky=4

(Se traslada a la izquierda)
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(L8

1 i L

y = (x-ay

o T T
y =x ¥y = (x-2F

ParaK<0: Ki=-2 y Ky=-4

(Se traslada a la derecha)

Resumen de traslaciones:

Grafica original........ccccvveiiiieiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeens Y = (X))
Traslacién horizontal de k unidades a la derecha..................... y=f(x-Kk)
Traslaciéon horizontal de k unidades a la izquierda.................... y=f(x + k)
Traslacién vertical de k unidades hacia abajo............ccccccceeeeees. - y=1(X) -k
Traslaciéon horizontal de k unidades hacia arriba...................... y=f(x) +k
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d) Dilataciones y contracciones: Kef(x) y f (Kex)

La funcion f (K-x) contrae o dilata la funcion f(x).

Si K>1 secontraeysi 0<K<1 sedilata.

Para K>0: K;=2 y Ky;=4

(Se contrae)
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Para O0<K<1: K;=12 vy K,=1/3
(Se dilata)

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.
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La funcion k-f(x)

La funcion K-f(x) multiplica por K todos los resultados de f(x).

y = {1a)x”

Para Ki=2 y Ky;=1/2
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~1

-14

y = (1/2)x*

Para Ki=2 y Ky=1/2
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14. OPERACIONES CON FUNCIONES

Sean f y g dos funciones reales de variable real y de dominios Dom (f) y

Dom (g), respectivamente.

Suma de funciones

Llamamos suma de f y g, a una operacion real que denominamos (f + g) tal
que:

(f+g) (x) =f(x) + g(x), paratodo x € [Dom (f) N Dom (g)]

Llamamos funcion nula o funcion cero a aquella funcion que asigna a cualquier
elemento del dominio el valor 0 como imagen. La expresamos por 0.

Se verifica que:

(f + 0)(x) = f(x) + O(x) = f(x)
Por tanto, la funcién nula es el elemento neutro para la suma de funciones.

Dada una funcion f definida en D, llamamos funcion opuesta de f, y la expresamos
por - f, a la funcidn:

-f:D — R

x — (-H)=-fx)

La funcion opuesta verifica que para toda funcion f se cumple que:

f+(f)=(H+f=0

La funcién opuesta es el elemento opuesto para la suma de funciones.
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Ejemplos de suma de funciones

Dadas las funciones f y g, vamos a hallar (f + g):

a) fix)=x -3 ; g(x) = 1

5 _[X - 5)(X+1)+5_X2—4X

(F+8) 0 =1 + g =x - 5+ —— . —

Como Dom (f) =R y Dom (g) = R - {1}, tenemos que:

Dom (f + g) = Dom (f) N Dom (g) = RN [R - {1}] =R - {1}

b) f(x)=+x - r(x)=-f5 — x

Veamos si es posible efectuar la suma de estas funciones.
Como Dom (f) =[9, ») y Dom (g) = (-, 5], tenemos que:
Dom (f + g) = Dom (f) N Dom (g) = [9, ) N (-, 5] =

No hay ningun elemento que pertenezca a la intersecciéon de los dominios
de fy g, por lo que no existe f + g.

Producto de funciones

Llamamos producto de f por g, y lo expresamos por (f « g), a la funcién:

(f+g)(x) =f(x) » g(x), para todo x € [Dom (f) "Dom (g)]

Llamamos funcion unidad, y la expresamos por 1, a aquella funcién que a
cada numero real le asigna el numero real 1.

Se verifica que:

(f - 1)(x) = f(x) - 1(x) = f(x)

La funcién unidad el elementd neutro para el producto de funciones.
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Dada una funcién f de dominio D, tal que f(x) # O para todo valor x de D
llamamos funcién reciproca de f, y la expresamos por 1/f, a la funcién:

1/{: D — R
x — (1/Hix)=1/fix)
La funcion reciproca es el elemento inverso para el producto de funciones

Si f es una funcidn que se anula en algun punto de su dominio D, el dominio de 1/f
es:

Dom (1/f) =D - {x € D/ f(x) = 0}

Ejemplo de producto de funciones

Dadas las funciones f y g, vamos a hallar (f - g):

f(x)=x -

»

+2

(f- ) (x)=fx) - gx)=+x - 3 - 1 Jx -3

x+2 x+2

Como Dom (f) =[3, ») y Dom (g) = R - {-2}, tenemos que:

Dom (f - g) = Dom (f) N Dom (g) = [3, ©) N R-{-2} = [3, «)

Ejemplo de funcion reciproca

Vamos a hallar la funcién reciproca de f, donde f es:

l gsix = —1
f(x)=+ x
x° x> -1

Hacemos (1/f) (x):

. X dx < -1
[;J(XF I

x> -1 yx 0
X
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Vemos que: Dom (f) =R

Y ademas f(x) =0 solamente si x = 0. Luego: {x € R/f(x)=0}={0}

Por tanto el dominio de la funcidn reciproca de f es:

Dnm[%] =Dom(f) - {x eR/ fix)=0{ =R - {0}

Cociente de funciones

Llamamos cociente de f y g a otra funcién real que denominamos por f/g, tal que:

[EJ(X) _ 1x) ,paratodo x € [Dom(f) [ Dom(g)] - { x/ g(x) =0}
g g

Ejemplo de cociente de funciones
Dadas las funciones f y g, vamos a hallar (f/g):

X — 5

f=~x-2 5 8®=—7

{EJ(X)= fx) _ ~x -2 X - 2-(x+3)

g g(x) X-3 X -5
x+3

Observamos que g(x) =0 solamente si x =5. Luego: {x/g(x) =0} = {5}

Como Dom (f) =[2, ») y Dom (g) = R - {-3}, tenemos que:
Dom (f / g) = [Dom (f) N Dom (g)] - {x / g(x) = 0} = [[2, <) N R - {-3}] - {5} = [2, =) - {5}
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15. COMPOSICION DE FUNCIONES

Sean f y g dos funciones reales de variable real y de dominios Dom(f) y
Dom(g) respectivamente, y tales que f(Dom(f)) € Dom(g).

Llamamos funcién compuesta de f con g a la funcion:

gof: Dom{f) — s R

X ——— (g o f)(x) =g[ f(x) ]

gof

3
v

x — 5 fx) —& g[ f=) |

La expresion (g o f) (x) se lee como f compuesta con g de x. Para nombrarla, se
comienza por la funcion de la derecha, porque es la primera que actua sobre la
variable x.

En general, (g o f) (x) es distinto que (f o g) (x). Es decir, la composicion de
funciones no cumple la propiedad conmutativa.

La condicion f(Dom(f)) € Dom(g) es necesaria para calcular la funcion (g o f), ya
que si hubiese un valor xo € Dom(f) tal que f(xo) € Dom(g), entonces g[ f(x) ] no
existiria y (g o f) no estaria definida para Xxo.

Por tanto, el dominio maximo de la funcion compuesta (g o f) sera Dom (f),
pero puede ser un subconjunto suyo, es decir:

Dom (g o f) € Dom (f)

g(f(x))
X f f(f} 9 = .I.‘

(gof)(x)
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Ejemplos de composicidon de funciones

Dadas las funciones f(x) = 2x? - 1 y g(x) = 3x + 2, vamos a calcular el valor de las
funciones compuestas:

) (gof)(x)
(8o f)(x) =g [f(x)] =g 2’ - 1]=3(2x" - 1]+2=6x" - 3+2=6x" - 1
by (f e g)(x)

(f o g)(x) =f[g (x)] =f] 3x+2]=2(3x +2)" - 1=

=2[9x3 +12x+4) _1=18x° +24x+8 — 1=18x° +24x+7

(g o f)(x) = (f o g)(x)

(fog)1)=f[g(1)]=F[3-1+2]=f[5] =2.5% - 1=49

Funcion identidad

Llamamos funcion identidad, y la expresamos por Id, a la funcién que
transforma todo numero real en si mismo.

[d(x)=x ,paratodo x€R
La funcion identidad verifica que para cualquier funcion f se tiene:
fold=Idef =1
Por tanto, la funcion identidad es el elemento neutro para la composicion de

funciones. La representacion grafica de la funcion identidad, es la recta bisectriz
del primer y tercer cuadrantes: y = x
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16. FUNCION INYECTIVA, SOBREYECTIVA Y
BIYECTIVA.

Funcién inyectiva

Una funcién f de dominio D = Dom (f) es inyectiva cuando a elementos distintos
de D le corresponden imagenes distintas:

Si x1,x2 €D: x1#x2 = f(x1)# f(x2)

Dos elementos distintos del dominio D no pueden tener la misma imagen.

X J[ [ £ .] Y
Dom( f) Im(f)
ﬂ.'-:l f{;l‘:]
®2 .I- T 1@
Ly flxg
&y o —=0 .ﬂ:"}
o

Ejemplo de funcién inyectiva
a) Veamos si la funcion f(x) = 4x - 1 es inyectiva:
Si las imagenes son iguales:
f(x1)=f(x2) = 4x4-1=4x2-1 = 4x1=4x; = X{1=Xo

Los originales son iguales.
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Por tanto, la funcién f es inyectiva.

Criterio de la recta horizontal una funcién es inyectiva si ninguna recta
horizontal corta a su grafica en mas de un punto.

b) Veamos si g(x) = x° es inyectiva:

Si trazamos rectas horizontales sobre la grafica, estas la corta en mas
de un punto.

Por ejemplo: si trazamos la recta y = 4: ésta corta la funcion en los
puntos: x =2, x=-2

g(2=4 , g(2)=4
Por tanto, dos elementos distintos, 2 y - 2, tienen la misma imagen.

La funcion g no es inyectiva.
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c) Veamossi h(x)=senx esinyectiva:

Si trazamos rectas horizontales sobre la grafica, estas la corta en mas
de un punto.

Por ejemplo: si trazamos la recta y = 1: ésta corta la funcion en los
puntos: x = 1/2, -311/2

h(m2)=1 , h(-31/2)=1
Por tanto, dos elementos distintos, 11/2 y -311/2, tienen la misma imagen.

La funcion h no es inyectiva.

Yy = sena

N O

Funcidn sobreyectiva

Una funcion f: X — Y es una funcion sobreyectiva si:
Im (f) =Y

Esto significa que todo elemento y € Y es la imagen de al menos un elemento x
€ A. Es decir, laimagen de f coincide con el conjunto final.

O ()

Y= Im(f)
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Ejemplo de funcion sobreyectiva
a) Veamos sila funcién f: R — R, donde f(x) = x* + 1, es sobreyectiva:
En este caso:
El conjunto inicial de f es R.
El conjunto final de fes: R
Laimagen de fes [1, ), es decir:  Im (f) = [1, =)
La imagen de f y el conjunto final de f no coinciden:

Véase la parte rayada del eje OY. No coincide con todo R
Luego la funcion f no es sobreyectiva.

flx) == 4 1

b) Veamos sila funcién g: R — R, donde g(x) = x* + 3, es sobreyectiva:
En este caso:
El conjunto inicial de g es R.
El conjunto finaldeges: R
La imagen de g es también R, es decir: Im (g) =R
La imagen de g y el conjunto final de g coincidenes R:

Véase la parte rayada del eje OY. Coincide con todo R
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Luego la funcién g si es sobreyectiva.

i.'.'lu'a":r'i

Funciéon biyectiva

Una funcién f es biyectiva si es a la vez inyectiva y sobreyectiva.
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Ejemplo de funcién biyectiva
a) Veamos sila funcion f: R — R, donde f(x) = 3x - 2, es biyectiva.

Veamos primero si es inyectiva,
Si las imagenes son iguales:
f(x1)=f(x2) = 3X1-2=3x2-2 = 3x1=3x2 = X1=Xg
, los originales son iguales.
Por tanto, la funcion f es inyectiva.
Veamos ahora si es sobreyectiva:

El conjunto inicial de f es R.

El conjunto final de fes: R
La imagen de f es también R, es decir: Im (f) =R

La imagen de f y el conjunto final de f coinciden: R:

Véase la parte rayada del eje OY. Coincide con todo R
Luego la funcién f si es sobreyectiva.

Por tanto, la funcién f es biyectiva.

1 filz) =3z -2
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b) Veamos sila funcién g: R — R, donde g(x) = x?, es biyectiva.
La funcién f es una funcién par, es decir: f(x) = f (-x).
Por tanto no es inyectiva, pues dos valores distintos, x, -x, tiene imagenes
iguales.
Luego f no puede ser biyectiva.

c) Dada la siguiente funcién h, vamos a ver si es biyectiva
h:E - E , h[x)= 2 —x

Veamos primero si es inyectiva,

Si las imagenes son iguales:

h{x)=h(x,) = \fE—X1=.J2—X2 =

= 2-x=2-x, & X=X,
, los originales son iguales.

Por tanto, la funcion h es inyectiva.

Veamos ahora si es sobreyectiva:
El conjunto inicial es: R
El conjunto finales: R

Calculamos el recorrido:
_ _ .2 _ 2
2 —x=y = 2 -x=v = x=2 -y

Im (f) = [0, =)
[0, =) #R:

Véase la parte rayada del eje OY. No coincide con todo R

Luego la funcién h no es sobreyectiva.
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Por tanto, la funcién h no es biyectiva.

0

-.3 ™ % ¥ . ¥ g Y ¥ r ¥ T

17. FUNCION INVERSA

Sea una funcion f de dominio Dom (f); si f es inyectiva, entonces f tiene funcion
inversa, que expresamos por f -1, y que esta definida por:

f~!: Im{f —— Dom()

v %f'l(y)=x ., conf(x)=v

Observa que para la funcién inversa se cumple que:

Dom (f"=Im(f) y que Im(™") =Dom (f)

Dom f(x) Im f(x)
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Una funcidn vy su inversa verifican las siguientes propiedades:

o fIf(x)] =fIf(X)] = x

e Las graficas de fy de ™, referidas al mismo sistema de coordenadas, son
simétricas respecto de la bisectriz del primer cuadrante.

Hallar la inversa de una funciéon f(x)

Para hallar la inversa de una funcién f debemos seguir los siguientes pasos:
1. Ver sifes inyectiva.
2. Despejar la variable x de la ecuacion: y = f(x)
3. Intercambiar las variables x e y paraobtener f7(x)

Ejemplo de hallar la inversa de una funcién

Dada una funcién f, vamos a hallar su funcion inversa:
a) f(x)=3x+2

Primero vemos si es inyectiva:
f(x1)=f(x2) = 3x4+2=3x+2 = 3IxX1=3X2 = X=X
Luego si es inyectiva.

En segundo lugar, despejamos la variable x de la ecuacion: y = f(x)

fix)=y < 3x+2=y <& 3k=y-2 & x=3 2

3

Por ultimo, intercambiamos las variables:

¥ -2

= flx)=
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b) f(x) = x>

Esta funcién no es inyectiva:  f (-2) =f (2) = 4, dos elementos distintos
tienen la misma imagen.

Para valores reales positivos de la funcion podemos obtener su inversa:

fx)=y o x=y o x=+ly o y=+x o f(x) =+

f1: B — s R
X —— 4%

La funcion inversa presenta restricciones: las funciones f(x) = x? y f(x) = +Vx

Son funciones inversa sélo si las consideramos en el intervalo [0, )

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach. 66



Si no hubiésemos puesto la condiciéon x > 0 tendriamos que la inversa de
f(x) = x* seriaf™ = £ Vx, que no es funcién.

Imagen inversa de un numero

Para todo Yo del recorrido de la funcion f (Im (f)), su imagen inversa f '(yo), es el
conjunto de los numeros x del dominio de f (Dom (f)) que se transforman en yo.

f(yo) = {x € R/ f(x) = yo}
Para hallar f™'(yo) se resuelve la ecuacion f(x) = yo.

También podemos determinar f'(yo) graficamente trazando la recta horizontal y = yo.
Las abscisas correspondientes a los puntos de corte de dicha recta con la grafica de
f(x) forman la imagen inversa de yo.

Ejemplo de imagen inversa de un numero

Vamos a calcular la imagen inversa de 4 y 1 de la funcion: f(x) = X
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f'4)={xeR/ f(x)=4}={xe R/ xX*=4}={-2, 2}

f'1)={xeR/ f(x)=1}={xe R/ x*=1}={-1, 1}
Para hallar las imagenes inversas trazamos las rectas: y=4 , y=1
La abscisas correspondientes a los puntos de corte de ambas rectas con la
grafica:

f(x) = x* forman la imagen inversa de 4 y 1, respectivamente.

| fx) =%
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FUNCIONES POLINOMICAS, RACIONALES E

IRRACIONALES

1. Funciones polindbmicas.

2. Funciones polindbmicas de primer grado.
3. Funciones potenciales.

4. Funciones cuadraticas.

5. Interpolacion y extrapolacion.

6. Funciones cubicas.

7. Funciones racionales.

8. Funciones del tipo: k/x™

9. Funciones del tipo: k/(x — a)?

10. Funciones con radicales.

11. Funciones del tipo: k/ Vx
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FUNCIONES POLINOMICAS, RACIONALES E
IRRACIONALES

1. FUNCIONES POLINOMICAS

Una funcién polindbmica es aquella que esta definida por un polinomio:

f(x)=a,x" +a, X" +..+ta, X +ax+a,

Donde a0, at... an-1, an son numeros reales que se llaman coeficientes del
polinomioy n es el grado del polinomio.

Las caracteristicas generales de las funciones polinomicas son las siguientes:
1) El dominio de definicion es el conjunto de los numeros reales (R).
2) Son siempre continuas.
3) No tienen asintotas.

4) Cortan al eje X, como maximo, un numero de veces igual que el grado
del polinomio.

5) Cortan el eje Y en el punto (0, ap).

6) El numero de maximos y minimos relativos es, a lo sumo, igual al grado
del polinomio menos uno.

7) El numero de puntos de inflexion es, a lo sumo, igual al grado del
polinomio menos dos.
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e Funciones polindmicas de grado 0: rectas horizontales

e

e Funciones polindmicas de primer grado: rectas oblicuas

y=—-dx+2

y=3r+2
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e Funciones polindmicas de segundo grado: parabolas

| 4 i
T H |
I = ] £ = 1
; 2
JI . I
1 1
; 1 1
. 2 . i
y=—xr" —hHr—5 1 3 1
1 1
1 1
] ]
Mirimea I a=0
1 1
1 1
| 1
L] ] 1 : 3 : k] ] ]
- i LI
i i
1 1
- 1 .
a0 | I Minimo

1 1
1 1
1 1

, | ¥=x' =8z 45
1 1
1 1
1 1
1 1

e Funciones polindmicas de tercer grado: cubicas

i
54
— 3 2
| o y== —3x
N
T T l:l T
I =3 1 4
=19
i =0 =2
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y= —x% — 3z

a < 0

e Funciones polindmicas de cuarto grado: cuarticas
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2. FUNCION POLINOMICA DE PRIMER GRADO O
FUNCION AFIN

Las funciones polindmicas de primer grado se llaman funciones afines y son del tipo:
f(x)=mx+n

Donde m eslapendiente delarectay n es laordenada en el origen.

Las caracteristicas generales de las funciones polindmicas de primer grado
son:

1) Su dominio es el conjunto de los nimeros reales (R).
2) Su grafica es una recta con pendiente m

3) Corta el eje X en el punto (0, n)

4) Si m >0 lafuncidn es creciente.

5) Si m < 0 Ilafuncién es decreciente.

6) No es simétrica ni periddica.

7) No estd acotada.
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m = 0
Y=mr-+n

L

i = nr

Tipos de funciones afines
e Funcion constante
Si m=0 lafuncién y=n se denomina funcion constante y su

grafica es una recta paralela al eje X que pasa por el punto (0, n).
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Las funciones y=3 e y=-3 son funciones constantes.

X = k es una recta paralela al eje Y.

No es funcion puesto que para un valor determinado existen infinitas
imagenes.

e Funcién lineal

La funcion y =mx se denomina funcion lineal y su grafica es una recta
de pendiente m que pasa por el origen de coordenadas: n = 0.

La funcion lineal también se llama funcién de proporcionalidad
directa.

y=mx o Yy =Kkx, donde el valor de la constante k indica la razén de
proporcionalidad.

Funcion creciente (m > 0) Funcion decreciente (m < 0)
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=2 m =

Funcion identidad: f(x) = x

La funcion y = x se denomina funcion identidad que pasa por el origen
de coordenadas: n = 0. Es la recta bisectriz del primer y tercer
cuadrante tiene de pendiente m=1 por tanto forma un angulo de 45° con
el eje de abscisas

m=tga=1 a =arctg 1 =45°=m1/2

fle)y ==
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3. FUNCIONES POTENCIALES.

Una funcién es potencial cuando es de la forma:
y=xXx
Donde n es un numero natural.
e Exponente n par

Si n es par, la funcién tiene un minimo en O (0,0) y el recorrido de la
funcion es:

Im () = [0, =)
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e Exponente n impar
Si n es impar, la funcién tiene un punto de inflexion en O (0,0) y el
recorrido de la funcién es:

Im (f) =R

Yy =

rd
i
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4. FUNCIONES CUADRATICAS.

Las funciones polindbmicas de segundo grado se llaman funciones cuadraticas y
son del tipo:

f(x)=ax’ +bhx+c

Donde a # 0, siendo su grafica una parabola.

Las caracteristicas generales de las funciones polinbmicas de segundo grado son:
1) El dominio de las funciones cuadraticas es R.
2) Tiene un eje de simetria cuya férmula es:

-h
Y —
2a

3) El vértice de la parabola es:

o= -2
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o

"2

Minimo

=
Il
5
[ -}
|
2
H
4
o

4) Corta al eje X en dos puntos, uno o ninguno, segun el numero de raices
reales de ax®+bx +c=0.

5) Corta el eje Y en el punto (O, c).
6) Elvertice esun minimosi a>0 yunmaximosi a<O0.

7) Esconcavasi a>0 yconvexasi a<0.

8) Alaumentar a en valor absoluto, la parabola se hace mas estrecha.
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Tipos de funciones cuadréticas

En una funcién cuadratica f(x) =ax?+bx +c, con a#0.
e Si

b=0vy c=0

La funcion f(x) = ax? tiene su vértice en el punto (0, 0) y su eje de
simetriaes el eje Y.

e Si b=0y c#0

La funcion f(x) = ax?+ ¢ tiene su vértice en el punto (0, ¢) y su eje
de simetria es el eje Y.

e Si b¥0 y c=0

La funcién f(x) = ax’ + bx tiene su vértice y su eje de simetria en:

I Y
' -h -h” -h
_ — . X
29 da | 2a
e

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.

82



i i i 3
k&
1

gy = 2q* 4 Bx

(-

5. INTERPOLACION Y EXTRAPOLACION.

Ecuacion de larecta punto - pendiente

Sabemos que una ecuacion lineal se expresa de la forma:

y=ms+n

Una ecuacion lineal se representa mediante una recta que pasa por el punto (O,
n) y tiene pendiente m.

La pendiente de una recta es la variacion que se produce en la y cuando la
variable x aumenta una unidad. En una ecuacion lineal, la pendiente es el

coeficiente m.
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Podemos calcular la pendiente de una recta si conocemos las coordenadas de
dos de sus puntos, P(xo, Yo), Q(x1, Y1), mediante la siguiente férmula:

Y ¥
T X

m:

Donde y;-yp eslavariaciondela y, X;-Xp eslavariaciondela x.

Si de una recta (funcion lineal) se conocen uno de sus puntos (x0, y0) y su
pendiente, m, podemos escribir la forma punto-pendiente de la ecuacion de la
recta asi:

V=m (:c .'-:“) F ¥y

ni|ji--—-—m—m=-—-—-———== == -

1 Plxo, y0)

Interpolacién lineal

La interpolacién es un procedimiento que nos permite saber, aproximadamente, los
valores intermedios que toma una funciéon desconocida cuando nos dan datos
conocidos.

Dados dos puntos P(x0, y0) , Q(x1,y1) de una funcién f de la que no
conocemos su expresion algebraica, podemos calcular aproximadamente el
valor que toma la funcion en un punto x € [x0 , x1] mediante la expresion:
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: Yi = %
f(x) =y, + . N ("‘L Ii])
b IR Y

Este tipo de interpolacion se llama interpolacién lineal.

y = 'H:—’yu{

34 iy — n

x — xy) + Yo

|
|
| ]
I i — Yn
|

‘ Plxp,y0) €Ty — X

Interpolacion cuadratica

Dados tres puntos (x0, y0), (x1,y1), (x2, y2) no alineados de una
funcioén de la que no conocemos su expresion algebraica, podemos calcular
aproximadamente el valor que toma la funcién en un punto x € [x0, x2]
mediante la expresion:

f(‘f) ax~ +bx +¢

Donde los coeficientes a, b, ¢ se calculan resolviendo el siguiente sistema
de tres ecuaciones con tres incognitas:

r'

Vo =ax, +bx, +¢

V¥ =ax; +bx, +c

i
¥y =axy +bx, +c¢

L.

Este tipo de interpolacion se llama interpolacion cuadratica.
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Extrapolacion

Cuando el valor que queremos calcular esta fuera del intervalo conocido,
pero muy préximo a él, se llama extrapolacion.

6. FUNCIONES CUBICAS.

Una funcién polindbmica de tercer grado, o funcion cubica, se expresa de la
siguiente forma:

f(x)=ax’ +bx +ex+d

Donde a, b, c y d son numeros reales, denominados coeficientes del polinomio
y a70.

Las caracteristicas generales de las funciones polindmicas de tercer grado son:

1) El dominio de las funciones cubicas es R.

2) El recorrido de las funciones es R.

3) Son funciones continuas en todo R.

4) Cortan al eje X en uno, dos o tres puntos, segun el nUmero de raices
reales de ax® + bx? + cx + d.

5) Cortan al eje Y en el punto (0, d), pues f (0) =d.

6) No estan acotadas: no estan acotadas ni inferior, ni superiormente.

7) No son periddicas.

Ejemplo de funcién cubica f(x) = x°
1) Tipo de funcién: funcién cubica.
2) Dominio: Dom (f) =R
3) Recorridooimagen: Im (f) =R
4) Continuidad: es continua en todo R.

5) Periodicidad: no es periddica.
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6) Simetrias: tiene simetria impar, pues
f(-x) = (-x)° = - x3 = - f(x)

7) Asintotas: no tiene asintotas.

8) Cortes con los ejes:

eCortesconelejeX: f(x)=0 o x*=0 © x=0
e Cortes con el eje Y: como d=0 = (0,0)

2|—2
8

9) Monotonia: Es creciente en todo R.

10) Maximos y minimos relativos: No tiene maximos ni minimos
relativos.

11) Curvatura y puntos de inflexion: tiene un punto de
inflexion en (0, 0).

12) Acotacion: no esta acotada, pues no estd acotada ni superior ni
inferiormente.
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/. FUNCIONES RACIONALES.

Una funcién es racional si es el cociente de dos polinomios:

P(x)
O(x)

S(x)
Siendo el grado del polinomio Q(x) distinto de 0.

Las caracteristicas generales de las funciones racionales son:

1) El dominio de las funciones racionales son los numeros reales menos
las raices del denominador, es decir:
Domity = & - i x e tales que Q(x) =0 ]
2) Son discontinuas en los valores de x que son raices del denominador.

3) Tienen asintotas verticales en cada raiz del denominador que no lo sea
del numerador, y pueden tener asintotas horizontales y oblicuas.

Funcion de proporcionalidad inversa

Una funcién de proporcionalidad inversa es una funcién racional del tipo:

f(x) i con k#0

Su grafica es una hipérbola.

Las caracteristicas generales de las funciones de proporcionalidad inversa son:

1) El dominio de la funcion de proporcionalidad inversa es R - {0}.

2) Lafuncion es discontinua en x = 0.

3) En x=0 existe una asintota vertical.

4) A medida que los valores de x crecen o decrecen, la funcion se
acerca al eje Y, por lo tanto tiene una asintota horizontal en y = 0.

5) La grafica de este tipo de funciones no corta a los ejes de coordenadas.
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6) La funcion es impar y por tanto simétrica al origen de coordenadas.
7) Para k>0 lafuncién es decreciente y la grafica esta en el primer y

tercer cuadrante.
Para k <0 lafuncion es creciente y la grafica esta en el segundo y
cuarto cuadrante.

Representacion grafica de funciones de proporcionalidad inversa:

f(x)=- g(x)=--
X X

1) Puntos de corte con los ejes:

Para x =0 lafuncion f(x) no esta definida puesto que f (0) = 3/0
(no real).

Para x =0 lafuncion g(x) no esta definida puesto que g (0) = -
3/0 (no real).

2) Simetrias:

Las funciones f(x) y g(x) son impares, es decir, son simétricas
respecto al eje de coordenadas.

W £ '2 d £
-x)— — = - — = -ix)
- X X

3) Crecimiento o decrecimiento:
Para la funcién f(x) tenemos que k > 0, por lo tanto la funcién es
decreciente y la grafica esta en el primer y tercer cuadrante. Es decir, la
funcidn es decreciente en (- o0, 0) U (0, + o).
Para la funcion g(x) tenemos que k < 0, por lo tanto la funcion es
creciente y la grafica esta en el segundo y cuarto cuadrante. Es decir, la
funcién es creciente en (- o0, 0) U (0, + o).

4) Tabla de valores:

Construimos una tabla de valores.
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‘I -
fix)= glx)=
X X
N | -3 |-2|-1 23 N |-3-21-1
-3 3 3 .
vl — -3 — 1 \ | — | 3
2 2 ' 2
; = g X T
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8. FUNCIONES DEL TIPO: =

Xn

Las funciones racionales del tipo:

k
S (x) -
X

Son funciones racionales cuyo denominador es de la forma xn y su
numerador es un numero real.

Ejemplo de funcion del tipo:  k/x" con n impar
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Ejemplo de funcion del tipo:
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9. FUNCIONES DEL TIPO: K/(X-A)2

Las funciones racionales del tipo:

k
S (x) ;
()

Son funciones racionales cuyo denominador es un polinomio de segundo grado
y su numerador es un numero real.

Las caracteristicas generales de este tipo de funciones racionales son:

1) El dominio esta formado por todos los valores reales que no anulan el
denominador:

Dom (f) =R - {a}

2) El recorrido depende del signo de la constante k :
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e Si k>0 = Im(f=(0, )
e Si k<0 = Im(f)=(=,0)

3) No cortan al eje X (abscisas), y cortan al eje Y (ordenadas) en el punto:

4) Son discontinuas en el punto de abscisa: x = a.
5) La acotacion depende del signo de la constante k :

e Si k>0: estan acotadas inferiormente pory = 0.
e Si k<0: estan acotadas superiormente pory = 0.

En cualquier caso, la funcion no esta acotada, pues no esta acotada, a
la vez, superior e inferiormente.

6) Su simetria depende del valor de la constante a:

e Si a=0: tiene simetria par.
e Si a#0: notiene simetria par ni impar.

7) Su monotonia depende del valor de la constante k :
e Si k>0:
o f(x) es estrictamente creciente en (-~ , a)
o f(x) es estrictamente decreciente en (a, «).

e Si k<O:
o f(x) es estrictamente decreciente en (-« , a)

o f(x) es estrictamente creciente en (a, «).
8) No son periodicas.

9) No tienen extremos relativos.
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Ejemplo de funcion del tipo:  k/ (x - a)®

lsd

r(x) = .
L ()

1) Los valores que anulan al denominador son:

(x-1?’=0 o x-1=0 o x=1
Dom (f) = R - {1}

2) Como k=3>0: Im(f)=(0, c0)

3) Corta al eje de ordenadas en el punto :
k=3, a=1 = (0,3)

4) Es discontinuaenelpunto: x=1
5) Como k=3 >0: estd acotada inferiormente por y = 0.
6) Como a # 0: no tiene simetria par ni impar.
7) Como k> 0:

e La funcion es estrictamente creciente en (-0, 1).

e La funcion es estrictamente decreciente en (1, ).
8) No tiene periodicidad.

9) No tiene extremos relativos.

10)Tabla de valores:

o N T T T (R T P
2

v 2 L2 3]z ]3]2

6 | 3 | 2 4
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10. FUNCIONES CON RADICALES O
FUNCIONES IRRACIONALES.

Las funciones con radicales son las funciones que tienen la variable
independiente x bajo el signo radical, es decir:

f(x)="%/g(x)

Las caracteristicas generales de las funciones con radicales son:
1) Si n es unnumero par su dominio es el intervalo en el que g(x) =0
2) Si n esimpar, sudominio es R.

3) Su representacion grafica es una rama de una parabola.
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Ejemplo de funcion irracional: f(x) = vx
1) Dominio:

Como n es par, el dominio de f(x) es el conjunto de valores
donde x =0, es decir, Dom (f) = [0, +=)

2) Puntos de corte:
f (0) =0 =0, es decir, el punto de corte coincide con el eje de

coordenadas (0, 0).

3) Tabla de valores:

fixi=+/x
X |[] ] |4 4
3 ‘[J I |3 3
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Ejemplo de funcion irracional: f(x) = - vx

1) Dominio:

Como n es par, el dominio de f(x) es el conjunto de valores
donde x =0, es decir, Dom (f) = [0, +=)

2) Puntos de corte:

f(0)=-0=0, es decir, el punto de corte coincide con el eje de
coordenadas (0, 0).

3) Tabla de valores:
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Ejemplo de funcién irracional: f(x) = ix
1) Dominio:

Como n esimpar, el dominio de f(x) es el conjunto de todos
los numeros reales, es decir, Dom (f) = R.

2) Puntos de corte:

f (0) =°3V0 =0, es decir, el punto de corte coincide con el eje de
coordenadas (0, 0).

3) Tabla de valores:

ORI - S I S B B
vi-2 0 -1101112
fle) = Ve —
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11. FUNCIONES DEL TIPO: K/N+x

Las funciones radicales del tipo:

k

vx

S (x)

Son funciones racionales cuyo denominador es de la forma nVx y su
numerador es un numero real.

Ejemplo de funcién del tipo: k/nvVx con

=}

par
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FUNCIONES TRANSCENDENTES Y FUNCIONES
A TROZOS

1. Funciones exponenciales.
2. Funciones logaritmicas.
3. Dominio y recorrido de las funciones trigonométricas.
4. Funciones trigonométricas:
o Funcion seno.
o Funcion coseno.
o Funcidn tangente.
o Funcion cotangente.

o Funcion secante y cosecante.

5. Funciones trigonomeétricas inversas:
o Funcion arco seno.
o Funcidn arco coseno.
o Funcion arco tangente.
6. Funciones a trozos.
7. Funcion parte entera.
8. Funcion parte decimal. Funcion distancia.

9. Funcidn signo.
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1. FUNCIONES EXPONENCIALES

Las funciones exponenciales son las funciones que tienen la variable
independiente x en el exponente, es decir, son de la forma:

f(x)=a® siendo a>0 v a=1

Las caracteristicas generales de las funciones exponenciales son:
1) El dominio de una funcién exponencial es R.
2) Su recorrido es (0, +).
3) Son funciones continuas.
4) Como a® = 1, la funcion siempre pasa por el punto (0, 1).
La funcidn corta el eje Y en el punto (0, 1) y no corta el eje X.
5) Como a' = a, la funcién siempre pasa por el punto (1, a).
6) Si a>1 lafuncion es creciente.
Si 0<a<1 lafuncién es decreciente.
7) Son siempre céncavas.

8) El eje X es una asintota horizontal.
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Ejemplo de funciones exponenciales: f(x) =2 g(x)=2""=(1/2)

1) Dominio:
El dominio de las funciones exponenciales es R.

Dom (f) = Dom (g) = R.

2) Recorrido:
El recorrido de las funciones exponenciales es (0, + «).

Im (f) =1m(g) = (0, + ).

3) Puntos de corte:
f (0) = 2° = 1, el punto de corte con el eje Y es (0, 1).
g (0)=-2°=1, el punto de corte con el eje Y es (0, 1).

La funciones f(x) y g(x) no cortan al eje X.

4) Crecimiento y decrecimiento:
La funcion f(x) es creciente yaque a> 1.

La funcion g(x) es decrecienteyaque O0<a<1.

5) Concavidad y convexidad:

Las funciones f(x) y g(x) son céncavas.

6) Asintotas:

Las funciones f(x) y g(x) tienen una asintota en el eje X.
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7) Tabla de valores:

f{x)=2 SR
B Axy=2 =|—
g 'xgj
vl-21-110112
1 vl -2 1-1 0012
\ 124
|2 I
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X

Resumen de las propiedades de la funcién exponencial e

1 La funcion exponencial es la inversa de la logaritmica:
y=e* & x=Lny

2 La funcion y =e* tiene por dominio R vy por recorrido y >0

3| Lafuncion y=e¢e* es continua, creciente e inyectiva en todo su dominio.

La funcion y=e* es céncava hacia arriba en todo su dominio.

5 lim ¢ =0 ¥ lim e =w
F——o X—oo
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Ejemplo de funciones exponenciales: f(x) =¢e*
1) Dominio:
El dominio de las funciones exponenciales es R.

Dom (f) = R.

2) Recorrido:

El recorrido de las funciones exponenciales es (0, + ).
Im (f) = (0, + ).
3) Puntos de corte:

f (0) = e® = 1, el punto de corte con el eje Y es (0, 1).

La funcion f(x) no corta al eje X.

4) Crecimiento y decrecimiento:

La funcion f(x) es creciente yaque e > 1.

5) Concavidad y convexidad:

Las funcién f(x) es concava.

6) Asintotas:

Las funcidon f(x) tiene una asintota en el eje X.
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7) Tabla de valores:

Fixh=¢
x| -2 0-110 112
I 1
\ J 1 ¢le
e L
5
44
14
29 flz) =¢€"
J
i -1 -3 A 7 1 2 3 H
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2. FUNCIONES LOGARITMICAS

Las funciones logaritmicas son funciones del tipo:

f(x)=log,x siendo a=>0 yv a=l

Es la inversa de la funcion exponencial f(x) = a*

Las caracteristicas generales de las funciones logaritmicas son:
1) El dominio de una funcion logaritmica son los numeros reales positivos:

Dom (f) = (0. + =).
2) SurecorridoesR: Im (f)=R.
3) Son funciones continuas.

4) Como log,1 =0, la funcién siempre pasa por el punto (1, 0).

La funcion corta el eje X en el punto (1, 0) y no corta el eje Y.
5) Como logaa =1, la funcién siempre pasa por el punto (a, 1).

6) Si a>1 lafuncion es creciente.

Si 0<a<1 lafuncidon es decreciente.

7) Sonconvexassi a>1.

Soncéncavassi O<a<1.

8) El eje Y es una asintota vertical.
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Ejemplo de funciones logaritmicas: f(x) =log,x g(x) =logipX

log, x=b < a =x
1) Dominio:
El dominio de las funciones logaritmicas es (0, + «).

Dom (f) = Dom (g) = (0, + ).

2) Recorrido:
El recorrido de las funciones logaritmicas es R.

Im (f)=Im(g) = R.

3) Puntos de corte:
f(1)=log21 =0, elpunto de corte con el eje Xes (1, 0).
g (1) =log121 =0, el punto de corte con el eje Xes (1, 0).

La funciones f(x) y g(x) no cortan al eje Y.

4) Crecimiento y decrecimiento:
La funcion f(x) es creciente yaque a> 1.

La funcion g(x) es decreciente yaque 0O<a<1.

5) Concavidad y convexidad:
Las funcion f(x) esconvexayaque a>1.

Las funcién g(x) escéncavayaque 0O<a<1.

6) Asintotas:

Las funciones f(x) y g(x) tienen una asintota en el eje.
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7) Tabla de valores:

glx)=log 17X

fla) = logax
(a>1)

1

I-2

I3
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Resumen de las propiedades de la funcién logaritmo
neperiano

La funcion logaritmica es la inversa de la exponencial:
y=Lnhx & x=¢

Lafuncién y=Lnx tiene pordominio {xX€R | x>0} vy por
recorrido R.

Lafuncion y=Lnx es continua, creciente e inyectiva en todo su
dominio.

Lafuncién y=LnXx esconvexao céncava hacia abajo en todo su

dominio.
im Inx= -« ¥ lim Lnx=c«w
r— 0 Ao
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La funcién logaritmo neperiano: f(x) =1In x
La funcion logaritmo neperiano es la inversa de y = e*

Su grafica es simétricade y=¢€* respectoa y=x

Por definicién: y =1Inx

e
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3. DOMINIO Y RECORRIDO DE LAS
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Las funciones f(x) =seng(x) y f(x)=cos g(x) estan definidas siempre que lo esté
la funcidén g(x).

La funcion f(x) = tg g(x) esta definida siempre que g(x) # /2 + ketr

Dominio Imagen, rango o recorrido
y =sen x R {yeR | -1sy<1}
y = CO0S X R {yeR | -1=sy=<1}
y=tgx [{xeR| x#m/2(2k+1) } R
y = cotg X {xeR | x #k-11 } R

y=secx |{xeR| x#m/2(2k+1)} {yeR |ys-1 6 y=21}

y = cosec X {xeR | x #k-m } {yeR |ys-1 6 y=21}
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Ejemplos de dominio de funciones trigonométricas

Iy fix)= .‘il._'l][..'l.'ﬂ + f.]

El dominiode f(x) esR Dom (f)=R.

b fixh=sen

3

La funcion f(x) no esta definida cuando x=0 Dom (f) = R - {0}.

3y flxy=sen|+1-x)

La funcion f(x) no esta definida cuando x>1 Dom (f) = (- «, 1].

-

by fixy=te {3+ 2x]

La funcion f(x) no esta definida cuando:

fht = O60+tdx-m+2kn = x

st
[
e

a3

m  km-3 n
Domity = R - {4 - 11:.1 con ke
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Dominio y recorrido de las funciones trigonométricas inversas

Dominio Imagen, rango o recorrido
y = arc sen Xx {xeR| -1 =x=<1} {yeR | -2 <y <T1/2}
y = arc cos X { xXeR | <x<1} {yeR | 0sy=<T1}
y =arc tg x {yeR | -m2 <y <T1/2}
y = arc cotg {yeR | 0y =<1}

y=arcsecx | { x ER | Xx

y =arc cosec

{x eR | x

{yeR | -m2 <y
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4. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Una funcién trigonométrica es aquella que da el valor de una razén
trigonométrica en funcién del angulo.

Las funciones trigonométricas son: senx, cosx, tgx, cotgx, secx,
COSsec X

Todas las funciones trigonométricas son periddicas.

Funcidn seno

Las caracteristicas fundamentales de la funcion seno son las siguientes:
1) Su dominio es R y es continua.
2) Surecorridoes [-1,1] yaque -1<senx<1.
3) Corta al eje X en los puntos k-1 con keZ
Corta al eje Y en el punto (0, 0).
4) Es impar, es decir, simétrica respecto al origen.
sen (- x) = - sen (x)
5) Es estrictamente creciente en los intervalos de la forma (a, b) donde
a=-m2+2km y b=m/2+2km siendo keZ
Es estrictamente decreciente en los intervalos de la forma
(a,b) donde a=m/2+2'kmm y b=3m/2+2kmm siendo keZ.
6) Tiene infinitos maximos relativos en los puntos de la forma
(/2 + 2-k-m, 1) con KkeZ.
Tiene infinitos minimos relativos en los puntos de la forma
(3m/2 + 2-k-mT, - 1) con keZ.
7) Es periodica de periodo 21

sen (x) = sen (x + 21)
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La funcion f(x) = sen (k-x) es periédica de periodo p = 21/k

Para

8) Esta acotada superiormente por 1 e inferiormente por - 1.

|k|>1 el periodo disminuye y para 0 < |k| <1 el periodo
aumenta.

n T T T T 2T 3T T A 3T 3T 117 -
Y ] T Sl
§ 4 3 2 3 § § 3 2 R §
OF | 307 1457 | a0 | Q0% | 1207 | 1507 0 TROY T 2107 0 2409 | 2707 | 3007 | 3307 | 360°
1 V2 [V3 V3| 1|3 V3o
vl 0 1 0 |- . B : 0
: 3 . . . ~ = - - -
.
1]
-3mil - - o i smi7
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e Transformaciones de la funcién seno

A partir de la grafica de la funcién f(x) = sen x pueden dibujarse las
de:

1. f(x) =-sen x

La funcion resultante es simétrica respecto al eje X.

y=sencx

Y= —8enc

2. f(x) =|sen x|

La funcion valor absoluto transforma los resultados negativos en
positivos.

T v Y — T ¥ T T
-2 - -Im2 - -T2 o 2 T Imr2 o 2

|y =|senx

3. f(x) =k +sen x

La funcion resultante es una traslacion vertical hacia arriba de
dos unidades.

y=2-+senx

e

Yy = sen T

smil
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4. f(x) =sen (x +Kk)
La funcion resultante es una traslacion horizontal hacia la

izquierda de dos unidades.

Y — SEN L
XN ) /O
<§iﬂ'/’n i Bk it [ . o it b i
=1 4

y = sen (x + 2)

5. f(x) =k-sen x

La funcién resultante multiplica los resultados de la funcién seno
dos unidades.

- - ot o it

6. f(x) =sen (k-x)

La funcidn resultante contrae a la funcion original.
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Amplitud, periodo y traslacion

Amplitud = |a|

27

[b]

LY

y=asen (bx +¢] = <Periodo=

bx+c=0

Traslacion
bx+c=2n

N

Ejemplo

2 1 T
y=_—sen |-—x+ —
3 2 3

Amplitud = |2/3| = 2/3

Feriodo = 2—“ = 2n

2=y
i 1"
2 2
Traslacidn: —lx+E=D = X=2—TE
2 3 3
—lK+—=2TI: = x=—E
&
Funcidén coseno
I B
. | i
f(x)=cos x=sen x+—
Y A

Su grafica sera idéntica a la del seno pero con un desfase de T1/2, es decir, se
produce una traslacion de T/2 a la izquierda.
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Las caracteristicas fundamentales de la funciéon coseno son las siguientes:

1) Su dominio es R y es continua.
2) Surecorridoes [-1,1] yaque -1<cosx<1
3) Corta al eje X en los puntos T1/2 + k-1 con keZ
Corta al eje Y en el punto (0, 1)
4) Es par, es decir, simétrica respecto al eje Y.
cos (x) = cos (- X)
5) Es estrictamente creciente en los intervalos de la forma (a, b) donde
a=-m+2km y b=0+2kT1m siendo keZ
Es estrictamente decreciente en los intervalos de la forma
(a,b) donde a=0+2kmm y b=1m+2k1m siendo keZ.
6) Tiene infinitos maximos relativos en los puntos de la forma
(2-k-mm, 1) con KkeZ.
Tiene infinitos minimos relativos en los puntos de la forma
(m+ 2'k-1m, - 1) con KkeZ.
7) Es periodica de periodo 211
cos (x) = cos (x + 21)
La funcion f(x) = cos (k-x) es periddica de periodo p = 21/k
Para |k|>1 el periodo disminuye y para 0< |k| <1 el periodo aumenta.

8) Esta acotada superiormente por 1 e inferiormente por - 1.
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fixi=cos x
N T T o T 27 S T dr 3T S 117 -
Y ] T 25T
6|43 2 3| 6 6 | 3 2 3| 6
0° | 307 | 45° [ 60° 1 90° [ 1200 | 150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°
32| 1 /3 1 1
ol N3 0 o4 SN2 oM 0 -
: 3 3 - ] 3 3 3 ) b

Amplitud, periodo y traslacién

y=acos [bx +c]

=

-

Y

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.

Amplitud = [a|

Periodo = 27
bl
.. bx+c¢c=0
Trazlacion
bx+c=2n
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Ejemplo:

g eor (2 )
= — COS§ X -_
Y73 2

Amplitud = |1/5] = 1/5
Periodo = 21/|12| = 21/2 =11

Traslacion: 2x+1m/2=0 = X =-T1/4
2X + /2 = 21 = X = 31/4

- P=n -
— _— 1 A=1/5
\“\«,_________,_f"/ﬁ . v

T=-1/4

Funcidon tangente

Se define la funcion tangente como la razén entre la funcion seno vy la
funcion coseno:

sCn x

flx)=tgx

Cos X
Las caracteristicas fundamentales de la funcion tangente son las siguientes:
1) Su dominio es R-{m/2 + k-m con KkeZ}
2) Es discontinua en los puntos /2 + k-1 con KeZ.
3) Surecorridoes R

4) Corta al eje X en los puntos k-1 con KkeZ.
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Corta al eje Y en el punto (0, 0).

5) Es impar, es decir, simétrica respecto al origen.
tg (- x) = - tg (x)
6) Es estrictamente creciente en todo su dominio.

7) No tiene maximos ni minimos.

8) Es periddica de periodo 1T

tg (x) =tg (x + )

La funcion f(x) =tg (k-x) es periddica de periodo p = 11/k
Para |k|>1 el periodo disminuye y para 0< |k| <1 el periodo aumenta
9) Lasrectas y=m/2+ k-1 con KeZ son asintotas verticales.

10)No esta acotada.

Fx)=tgx
s 2 fa fa 2 S T 4 3 S 117
z |0 — — — — — T — — — — | — | 27
6 4 3 2 3 6 6 3 2 3 6
0° | 30° | 45° | 60"

90° |120° | 150° [180° | 210° | 240° | 270° | 300°

1 |3 |ND. |- V3 V3

330° | 360°

N.D.: No Definida

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.

126



y = lgx

Periodo, traslacién y asintotas verticales

-

Periodo =
bl
Traslacién= — ©
}"=atg[bx +c) — razlacion = — E
I
bx+e¢= - =
Asintotas verticales 2
bx+c¢c= E
2
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Feriodo = _T T 3
i1
3 3
om
., Bl A
Traslacién = — - = ? ala derecha
z
Asintotas verticales: =F_r_ _=T =
3 2 2
E_m_m -
3 2 2
P=3m
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Funcion cotangente

Se define la funcion cotangente como:

1
te x

cotg x

Por lo tanto, las propiedades se pueden deducir a partir de la funcién tangente.

Las caracteristicas fundamentales de la funcion cotangente son las siguientes:

1) Su dominio es R - {ir + k-m con keZ}.
2) Es discontinua en los puntos 1+ k-1 con keZ
3) Surecorridoes R
4) Corta al eje X en los puntos T11/2 + k-m con KeZ.
No corta el eje Y
5) Es impar, es decir, simétrica respecto al origen.
cotg (- x) = - cotg (x)
6) Es estrictamente decreciente en todo su dominio.
7) No tiene maximos ni minimos.
8) Es periddica de periodo 1T
cotg (x) = cotg (x + 1)
La funcién f(x) = cotg (k-x) es periddica de periodo p = 1/k
Para |k|>1 el periodo disminuye y para 0< |k| <1 el periodo aumenta.
9) Lasrectas y=k'mm con keZ son asintotas verticales.

10) No esta acotada.
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F(x)=cotgx

o
=R
W3
b | 3
A
|
A
=N
A
L
A

=2 = 2
6 | 3 | 2 | 3

g°  [30° | 45° | 60° | 90° | 120° |150° | 180° |210°

240° | 270° | 300° |330° | 360°
v [ND. [\B] 1 % 0 -g-\/iN.D. B % 0 -E-\END

N.D.: No Definida

Funcion secante

Se define la funcién secante como:

|

COs X

seC X

Por lo tanto, las propiedades se pueden deducir a partir de la funcion coseno
Las caracteristicas fundamentales de la funcion secante son las siguientes:

1) Sudominioes R-{m/2+k-m} con keZ

2) Surecorridoes R-(-1,1)

3) No corta al eje X.

Corta al eje Y en el punto (0, 1)
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4) Es par, es decir, simétrica respecto al eje Y.
sec (- x) = sec (x)

5) Tiene infinitos maximos relativos en los puntos de la forma

(m+ 2-k-mr, - 1) con KkeZ.

Tiene infinitos minimos relativos en los puntos de la forma

(2-k-1T, 1) con keZ.

6) Es periddica de periodo 21T

sec (x) = sec (x + 2m)

7) Tiene asintotas verticales en los puntos de la forma

Xx="m/2+k1m conk€eZ.
8) No esta acotada.
Flx)=secx
T b2 pia pia 2r Sm T 4z 3 Sx | 117
z |0 — — | = — — — T — — — — | — | 2
6 4 3 2 3 6 6 3 2 3 6
0° | 30° | 45° |60° | 90° (120° | 150° |180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°
2 2.3 2+03 2-43
1 248 2|2 |ND.| -2 |- B -2 |ND.| 2 243 1
3 3 3 3
N.D.: No Definida
.| \ /
| .
Yy = seca \_/

kL 1

.
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Funcion cosecante

Se define la funcidn cosecante como:

1

sén X

CoseC X

Por lo tanto, las propiedades se pueden deducir a partir de la funcién seno.
Las caracteristicas fundamentales de la funcion cosecante son las siguientes:
1) Sudominioes R-{k-1} con keZ
2) Surecorridoes R-(-1,1)
3) No corta al eje X ni al eje Y.
4) Es impar, es decir, simétrica respecto al origen.
cosec (- x) = - cosec (x)
5) Tiene infinitos maximos relativos en los puntos de la forma
(- /2 + 2-k-1M,-1) con KeZ.
Tiene infinitos minimos relativos en los puntos de la forma
(/2 + 2-k-m1, 1) con keZ.
6) Es periddica de periodo 21T
cosec (X) = cosec (x + 21)
7) Tiene asintotas verticales en los puntos de la forma
x =k con keZ.

8) No esta acotada.
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f(x)=cosecx

T T T T 2w 5 7w 4 3T 5 117
x| 0 -l = === |=| 7= || — | = | = |— | 27
6 | 4|3 |23 |66 6 3 2 3 6
0° |30° [45° | 60° |90° [120° [150° | 180° |210° | 240° |270° | 300° |330° | 360°
2.3 23 23 23
v IND. | 2 |42 T\'F 1 TJ 2 |ND.| -2 T”F -1 T\/_ -2 | ND.

N.D.: NO DEFINIDA

Y = cosec i
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5. LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
INVERSAS

Para que una funcion tenga inversa, esta funcion tiene que ser inyectiva.

Las funciones trigonométricas no son inyectivas en todo su dominio, sélo en
algunos intervalos, como se puede observar en la grafica correspondiente.

f(x) = sen x es inyectivaen [-11/2, T1/2].

0 \ /

A -3 -\m 0 2 a2

La funcion arco seno

La funcion inversa de la funcion seno  f(x) =sen x se denomina arco
seno y se representa por f-1(x) =arcsenx o f-1(x)=sen-1(x). Esta
funcion da el valor del angulo conociendo el valor del seno.

Si senx =y < arcseny = x
El arco senode x es el angulo cuyo seno es X

Fixi=are sen x

3 i~ | | ~ .3
2 WL . WL .
SO R T (Ui I e I ) el O S
2 2 2 2 2 2
T T T T|. | @m| & T | =
vi-=-= | -= |- 2o 2 2|2 2
2 3 5l & i | 3 2
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i+

Yy = arc sen r

.I| o] :I

1) Su dominio es [-1, 1]
2) Su recorrido es  [-11/2, 11/2]
3) Puntos de corte:
La grafica pasa por el punto (0, 0).
4) Es creciente en todo su dominio.
5) Es una funcién impar.

6) Maximo absoluto en (1, 1/2) y minimo absoluto en (-1, 11/2).

No confundir;

bu L | Y

Al 5N X+
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Representacion gréfica de las funciones seno y arco seno

La composicion entre el seno y el arco coseno es la identidad:

r 5

sen (arc sen [ "|} X

are sen [:.‘-il.:ﬂ [ % "|J X
Ambas funciones son simétricas respecto a larecta y = x.
Ejemplos:
Hallar:

arc sen (V3/2)

Se busca un angulo a en elintervalo [-11/2, 1/2] para el cual:

- I b = — —
D ol W 7 s I
bl D4 — S conl =l-—. —
2 L3 2 3 2 2
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Por lo tanto, tenemos que:

are 5en

Hallar:

La funcion arco seno es la funcion inversa de la funcion seno, luego en general
se tiene que:

arc sen (sen(x)) = x

Por tanto:

Sl
arc sen | sen| — || = —
3 3

Para que una funcion tenga inversa, esta funcion tiene que ser inyectiva.

Las funciones trigonométricas no son inyectivas en todo su dominio, soélo en
algunos intervalos, como se puede observar en la grafica correspondiente.

f(x) =tg x esinyectiva en [-11/2, T1/2].

2 y=1gx

A
2.
ra
F

/:'.1 -IRi2 a -T2 0 2
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La funcidon arco coseno

f(x) = cos x esinyectivaen [0, 11].

La funcion inversa de la funcion coseno  f(x) =cos x  se denomina arco
coseno y se representa por f-1(x) =arccos x o f-1(x) = cos-1(x). Esta
funcion da el valor del angulo conociendo el valor del coseno.

Ni cosx =y < arccosy = x
El arco coseno de x es el angulo cuyo coseno es Xx.

fix)y=arc cOs X

R > | NENERINE
. 2 . VI | .

vol-l e —/— - === 0= =] =11
2 2 2 2 2 2
5T AT x| ¢ T T

viiz| = | = Sl I A R B
f il 3 2013 ] 5

y=arccosxr

138
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1) Su dominio es [-1, 1].
2) Su recorrido es [0, 11].
3) Puntos de corte:

e La grafica corta al eje Y por el punto (0, 11/2).
e La grafica corta al eje X por el punto (1, 0).

4) Es decreciente en todo su dominio.
5) No es una funcién simétrica.

6) Maximo absoluto en (-1, 1) y minimo absoluto en (1, 0).

No confundir:

arc cos x =
La composicién entre el seno y el arco coseno es la identidad:

cos (arc un1~,|_"~;"|) X

ATC COS [una[x]) X

Ambas funciones son simétricas respecto a larecta y = x.

Lafuncidon arco tangente

La funcion inversa de la funcion tangente  f(x) =tgx se denomina arco
tangente y se representa por

fix)=arctgx o f(x)=tg™*(x).

Esta funcién da el valor del angulo conociendo el valor de la tangente.
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Si tex =y < arctgy =

El arco tangente de x es un angulo cuya tangente es x.

fix)=arcigx

X

. o _ : ) .l _ \.'I.? H \I,'_-% ] . '_-?I -
W - o N )
)] )

T n T e n T n e

L Il el el BNl L U B Bl e -
2 3 | § 6O |4 3 2

¥=3
Y =arcitgr

1) Sudominioes R

2) Su recorrido es  (-11/2, 11/2)

3) Puntos de corte: La grafica pasa por el punto (0, 0).

4) Es creciente en todo su dominio.

5) Es una funcién impar.
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6) Esta acotada inferiormente por y =-1/2 y superiormente por y = 11/2.

7) La funcion tiene asintotas horizontalesen y=-m/2 e y=T1/2.

=4

r
1

i s “ r - . i
lim aretgx = — lim arctgx = —
X—¥ ¥ e = -
X—» Fa
No confundir:
I
arclg x #
e x
La composicion entre el seno y el arco coseno es la identidad:
te (aretg(x)) —x
arc tg [,[g{x'}) X
Ambas funciones son simétricas respecto a la recta y = x.
Ejemplos:
Hallar:
arc tg (V3/3)
Se busca un angulo a en elintervalo (-11/2, 1/2) para el cual:
V3 (xY 3 r { m m
| (LR - = 1g | — — con —_’c|-—_—
3 W, 3 oL 2 2
Por lo tanto, tenemos que:
L3 T
arc tg —
L3 §
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Hallar:

e (o(3)

La funcion arco tangente es la funcion inversa de la funcion tangente, luego en
general (dentro de su dominio) se tiene que:

arc tg (tg(x)) = x

e (o5)5

Por tanto:

6. FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS

Una funcién definida a trozos es aquella cuyo dominio esta dividido en
intervalos disjuntos, y cada intervalo de la funcién viene dado por expresiones
matematicas distintas.

Una funcién a trozos puede estar definida en cada subintervalo por cualquier
tipo de funcion.

Ejemplo:

Representar la funcioén a trozos siguiente:

Dibujamos las gréaficas de las funciones g(x) =x?-4 y h(x) = 1/x
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f(x) = x> — 4

Se dibuja cada grafica en el intervalo que esta definida.

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach. 143



-4 s r<0
(X)=
f 1 &5 x=0

A

Funcion escalonada

Una funcién escalonada es una funcién a trozos que esta definida en cada

uno de sus subintervalos como una funcidon constante.

N 3 g —2<x<2
f(x)=41 si 2<x <4

51 =2 s d=x<6
44

[ i 23
11 ]
']

2 1 o 1 2 3 1 g [

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach.

144



En una funcién escalonada los peldafios no tienen por qué ser de la misma
anchura; y no tienen por qué ser ascendentes o descendentes.

7. FUNCION PARTE ENTERA DE X

Parte entera de x: funcidon suelo entero

La funcion parte entera de x o funcién suelo entero es la que asigna a cada
namero real x el entero mas proximo, pero que sea menor o igual que X.

Se representa por Ent(x), por medio de |x|, o bien [x].
Ent(x) = LXJ : B —— 7
Domf=R , Imf=Z

La funcion parte entera se puede expresar como una funcion definida a trozos
con infinitos tramos en los que la funcion es constante.

Ejemplos:

Entx) =|x]={n si x€[n,n+l) conne€Z}

-2 si 1-::[—2.-1)
-1 sioxe|-1,0

Ent(x) = « [ )
0 si xel[o1)

1 Si 1::[1.2)

f(-1)=Ent(-1)=- 1
f(-0,9)=Ent(-0,9)=-1

f(-0,1)=Ent(-0, 1) =- 1
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f(0, 1) = Ent (0, 1) = 0
f(0, 9) = Ent (0, 9) = 0
f(1)=Ent (1) = 1

f(1,1) =Ent (1,1) = 1

v -4 [ o]
‘ — o
3 —o
2  y=Ex)
— o
5 a3 15 S B
-
— o
— o 3
— ’

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach. 146



Representa la siguiente funcién con todas sus caracteristicas:

y=Ent(x) +3=|x]+3
[

-1 si xe[-4,-3)

0 si xe[-3,-2)

Ent(x)+ 3= 4
I si oxel[-2,-1)
2 si oxe[-1,0)

-

f(-1)=Ent(-1)+3=-1+3=2

f(-0,9)=Ent(-0,9)+3=-1+3=2
f(-0,1)=Ent(-0,1)+3=-1+3=2
f(0,1)=Ent(0,1)+3=0+3=3
f(0,9)=Ent(0,9)+3=0+3=3
f(1)=Ent(1)+3=1+3=4

f(1,1)=Ent(1,1)+3=1+3=4

Ent(x) +3={n+3 si x€[n,n+t1) connelZ}
Puntos de corte:

e Para x=0 tenemosque f(0)=3 = Elpuntode cortees (0, 3)
e Paraque f(x)=0 = Entx)+3=0 = Ent(x)=-3 = Los
puntos de corte son todos los puntos del intervalo [- 3, -2)

Monotonia:

La funcion parte entera siempre toma valores constantes, por lo tanto no es
creciente ni decreciente.
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Méaximos y minimos:

No tiene maximos ni minimos.

5 —E
& —l
L
SA—
T | y=Ent(z)+3
— T ; T
e 5] 1
—

Representa la siguiente funcién con todas sus caracteristicas:

y = Ent(x/2) = |x/2]

-1 si xel-2,0)
[xj 0 si xel0,2)
Ent | —|= 4
B 1 si xe[2,4)

2 si 1-’:[4. (:)

f(-1)=Ent(-0.5)=-1
f(-0,8)=Ent(-0,4)=-1
f(-0,2)=Ent(-0,1)=-1
f(0,2)=Ent(0,1)=0

f(0,8)=Ent(0,4)=0
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f(1)=Ent(0,5)=0

f(3,6)=Ent(1,8)=1

Dom (f) =R

Im (f)=Z

Ent(x/2) = {n si x/2€[n,n+2) connE€Z}

Puntos de corte:
e Para x=0 tenemosque f(0)=0 = Elpuntode cortees (0, 0)
e Paraque f(x)=0 = Ent(x)2)=0 = Los puntos de corte son

todos los puntos del intervalo [0, 2).

Monotonia:

La funcién parte entera siempre toma valores constantes, por lo tanto no es
creciente ni decreciente.

Méaximos y minimos:

No tiene maximos ni minimos.

—a
y = Ent [;)
—h
-—
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Parte entera de x: funcion techo entero

La funcion techo entero de x es la que asigna a cada numero real x el entero
mas proximo, pero que sea mayor o igual que Xx.

Se representa por medio de [x].
IVX—| : B — Z

Domf=R , Imf=2Z

Ejemplo de una funcién techo es el coste de aparcar x horas en un
aparcamiento que cobra 1,5€ por cada hora o fracciéon de hora.

f(x) = [x]
X‘—M‘—U?‘U‘H‘SE‘M
IEIEODEE
T ) = [
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8. FUNCION PARTE DECIMAL. FUNCION
DISTANCIA

Funcidon mantisa o parte decimal de x: Dec(x)

Se define la funcion parte decimal de x, o funcidn mantisa, como la que
asigna a cada numero real x su parte decimal.

Dec(x) = x - Ent(x)

Monotonia:

La funcién parte decimal es creciente en todo su dominio.

Maximos y minimos:

La funcion tiene minimos absolutos en todos los puntos de abscisa entera.
La funcion no tiene ni maximos absolutos ni relativos.

Periodicidad:

La funcion tiene periodo 1 yaque f(x+ 1) =1f(x)

Acotacion:

La funcién esta acotada superior e inferiormente.

La cota superior es 1 o0 cualquier numero superior a 1.

La menor de todas las cotas superiores recibe el nombre de extremo superior
0 supremo, que en este caso es 1.

La cota inferiores 0 o cualquier numero inferior a 0.

La mayor de todas las cotas inferiores recibe el nombre de extremo inferior o
infimo, que en este caso es 0. Ademas es minimo porque pertenece a
la imagen de la funcion.

f(-3)=Dec(-3)=-3-Ent(-3)=-3-(-3)=0
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f(-2,9)=Dec (-2,9)=-29-Ent(-2,9)=-29-(-3)=0,1
f(-2,1)=Dec (-2,1)=-21-Ent(-21)=-21-(-3)=0,9
f(-0,2)=Dec(-0,2)=-02-Ent(-0,2)=-02-(-1)=0,8
f(0,2) = Dec(0,2) = 0,2 - Ent(0,2) = 0,2 - 0 = 0,2
f(1,2) = Dec(1,2) = 1,2 - Ent(1,2) =1,2-1=0,2

f(8,2) = Dec (8,2) = 8,2 - Ent (8,2) = 8,2 - 8 = 0,2

e

Funciéon distanciade x al entero mas proximo

La funcion distancia de x al entero mas préximo se define como:
y =0,5-]| Dec(x)-0,5 |
y =d(x, 2)

La funcion es periddica de periodo 1, se cumple que f(x + 1) =f(x) para
todo valor de x. Por lo tanto, basta con estudiarla en el intervalo [0, 1)

1
X 51 <x<—
. 2
Jx)=-+

1
1-—x 5i —<x=<1

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach. 152



La grafica de la funcion en todo R es la siguiente:

-1 =1 A5

[ 0 i 5 :

y=10,5 — |Dec(x) — 0,5|

f(-2)=0,5- |Dec (-2) - 0,5| = 0,5 - |-2 - Ent (-2) - 0,5| = 0,5 - |-2 - (-2) - 0,5| = 0,5

--0,5/=0,5-0,5=0

f(-1,9)= 0,5 - |Dec (-1,9) - 0,5/ = 0,5 - |-1,9 - Ent (-1,9) - 0,5| = 0,5 - |-1,9 - (-2) -

0,5/=05-1-0,4/=0,5-0,4=0,1

f(-1,4)=0,5 - |Dec (-1,4) - 0,5| = 0,5 - |-1,4 - Ent (-1,4) - 0,5| = 0,5 - |-1,4 - (-2) -

0,5/=0,5-10,1 = 0,5-0,1 = 0,4

f(-0,3) = 0,5 - |Dec (-0,3) - 0,5| = 0,5 - |-0,3 - Ent (-0,3) - 0,5| = 0,5 - |-0,3 - (-1) -

0,5/=0,5-10,2|=0,5-0,2=0,3

£(0,1)=0,5 - |Dec (0,1) - 0,5/ = 0,5 - [0,1 - Ent (0,1) - 0,5| = 0,5 - [0,1 - 0 - 0,5| =

0,5-|-0,4|=0,5-0,4 =0,1

f(1,1)=0,5 - |Dec (1,1)- 0,5/ = 0,5 - [1,1 - Ent (1,1) - 0,5/ = 0,5 - [1,1 -1 - 0,5| =

0,5-|-0,4/=0,5-0,4 = 0,1
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Otra forma de calcular los valores para dicha funcion es aplicar directamente la
definicion de la distancia al numero entero mas cercano:

f(-2) = 0,5 - |Dec (-2) - 0,5/ =.......... =0

f(-1,9)= 0,5 - |Dec (-1,9) - 0,5| =.... = 0,1
f(-1,4) = 0,5 - |Dec (-1,4) - 0,5 =.... = 0,4
f(-0,3)= 0,5 - |Dec (-0,3) - 0,5| =.... = 0,3
£(0,1)=0,5 - |Dec (0,1) - 0,5] =....... = 0,1
f(1,1)=0,5 - |Dec (1,1) - 0,5 =....... = 0,1

> d(-2,2)=d(-2,-2)=0

> d(-1,.9,2)=d(-1,9,-2) = 0,1
> d(-14,2)=d (-1,4,-1)= 0,4
> d(-0,3,2)=d(-0,3,0)=0,3
= d(0,1,2)=d(0,1,0)=0,1

> d(1,1,2)=d(1,1,1)=0,1

9. Sigho de x: sig(X)

La funcién signo es la funciéon que asigna a los numeros positivos, 1; alos
ndmeros negativos, - 1; vy al cero, el 0.

f(x) =sig(x)

-1 g1 X<0
sig(x)=< 0 1 xX=0
1 g1 xX>=0
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y = sig(x)

f(x) = sig(:an:2 — 1)

Escribimos la funcion dada como una funcion a trozos:

. 2
1 s1x® - 1=0 1 s x<-16 x>1
f[x)=sig(x2 - 1)= 0 six? -1=0 =40 s x=1 6 x=-1
1 &x? - 1<0 -1 & -1=x<1
[ siox< -1
0 g x= —
f[X)=Sig(X2 —~ 1)=<—1 8 —-1<x<1
0 g K=
| g ox=1
] ;
1 + I
] f
] ]
1 ER i
i i
i . i
\ ' ) fx) = sgn(x® — 1)
L1 | . F]
51' _,.f
I"-. o ‘.r
f 3 W\. [ ;JF 3 1 i H
q;...ég
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LIMITES DE FUNCIONES

1. Calculo de limites de funciones elementales y limites que

conviene conocer.

e Funcién constante

e Funcidn identidad

e Funcion potencial de exponente natural

¢ Funcion potencial de exponente entero negativo
e Funcion exponencial

e Funcion logaritmica

e Limites que conviene conocer

2. Asintotas

¢ Asintotas verticales.
e Asintotas horizontales.

e Asintotas oblicuas.

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach. 156



LIMITES DE FUNCIONES

1. CALCULO DE LI'[\/IITES DE FUNCIONES
ELEMENTALES Y LIMITES QUE CONVIENE

CONOCER
FUNCION CONSTANTE
f(x) = K
fix)=k

lim k=k
x—ra

lim k=k
X—+0

im k=k

X——0
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FUNCION IDENTIDAD

f(x) =x

fix) = x

him x=a
r—a

lim x=+w
X —+00

him x= —w
X——00
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FUNCION POTENCIAL DE EXPONENTE NATURAL

fx)=x" ,n€N, n=2 , npar

fx)=-x" ,n€N, n>2 , npar

n nen 0 necki
fix)=x fx)= —x
n par n par
lim x" =a" lim —x"= —a"
r—a r—a
lim x" =+4w lim —-x"=-w
—00 X—o
lim x" = +w lim —-x"= -«
N——00 o
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fx)=x" ,n€N, n=>2 , nimpar

fx)=-x" ,n€N, n>2 , nimpar

nei

n impar

f(x) = x"

- 11 1l
him x =a
r—a

lim x" =+4w
A —

- 1l
im X = —w
H——
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nei

fx) = —x" .
n impar

him —x
—

Il
|
=

lim —-x" = -—-w
X+

- Il
hm —-x =+4w
r——o
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FUNCION POTENCIAL DE EXPONENTE ENTERO NEGATIVO

f(x)=in neN , n>2, npar
x

1
fix)=-— nelMdM , nz=22 ., npar
(x) = p
1 ne®N 1 ne®M
f=— fe)= ——
X n par X n par
1 1 : 1
Im — = — Im ——=——
x—a x"'  a® x—a  x! al!
lim L =0 lim —L =0
x—+m x—+o  xH
lim L =0 lim —L =0
x—-m x! r—-w
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n impar

n impar

n impar

1
fix)=-— neHlN ., n
=-5
1 ne i
f(x)= — { .
1 n impar
) 1 1
lim =
—a Xn an
lim L =0
K—+oo Xﬂ
im - =0
——00 X
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N —4C Xﬂ

im -~ =0
X——00 Xn
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FUNCION EXPONENCIAL

fx)=a* , a>0 |, azl

gx)=a* ,0>a>1 , a#l1

glz)=a

O=>na0<1

flx) _ a”

- A
him a“ = +w
H—o

- A
im a~ =20
KN——
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D<a<1
f(x)=a" {
a1
lim a® =a™
x—}XD
lim a* =0
X—tm

- A
lim a“=+4+w
X—5—00
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FUNCION LOGARITMICA

f(x)=logax , a>1 , a#l1

f(x)=logax , O<a<l , a#l

=0
fix)=log, x {d
a =1

lim log, x=log, x,
x—}KD

lim log, x= +w
x—tow

lim log, x=0
r——00
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D<a<1

a =1

f(x)=log, x {

lim log, x=1log, X,
X—3%y

lim log, x= —
X—rta

lim log, x=10
X—3—t0
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LIMITES QUE CONVIENE CONOCER

e No existen:

lim senx lim cosx lim tgx
X —=0 X —=0 X—=ro
) 1 ] 1 ) 1
lim sen — lim cos — lim tg —
x—= 0 X xr— 0 X x— 0 X
e Infinitos:
lim Inx= —w lim Inx=+w
P |:|+ X—= 4+
e Finitos:
. Inx . X .
li =0 lim — =0 si oa=1
r—»+wm X x—> +co g-
) sen X ) e x
lim =1 lim = =1
x— 0 X r—0 X
. n ) vl
lim arctgx=— lim arctgx=-—
x—s +eo 2 X— —co 2
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2. ASINTOTAS

Una funcién puede tener tramos en los que la funcion se aleja
indefinidamente. Estos tramos se llaman ramas infinitas de la funcion.

Cuando una rama infinita se acerca indefinidamente a una recta se
llama asintota, y la rama infinita se denomina rama asintotica.

ASINTOTAS VERTICALES

Una funcion f(x) tiene una asintota verticalen x=a si:

lim f'(x) b oo
X

Para hallar las asintotas verticales se resuelve la ecuacidon que se obtiene al
igualar a cero el denominador, tomando unicamente las raices que no lo sean
del numerador.

Para conocer la posicion de la curva respecto de las asintotas se hallan
los limites laterales.

Ejemplo de célculo de asintotas verticales:

Calcula las asintotas verticales de la siguiente funcion:

f(x)

Las asintotas verticales corresponden a los valores que anula al denominador
Las raices son:

° X1=_1
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1

W=y e

X=-1

Para conocer la posicién de la curvarespecto a la asintota calculamos los
limites laterales:

him - = . — o

S O 1 [ ) B B (-1 -2) 0

him - = - =

el (R Dx=2) cr (- -2) 0

[l - = - — = -®

w2 (X 1){x-2) (3 .1)(3 :] ¥
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ASINTOTAS HORIZONTALES

Una funcién f(x) tiene una asintota horizontalen y =k si:

lim f(x) k

X—tuo
Para hallar la asintota horizontal en y =k se halla el siguiente limite:

Plx
lim f(x) = lim (¥) =k
O x—ta () (\)

Para conocer la posicion de la curva respecto de la asintota horizontal, se
hallan:

lim (f(x) -k) = lim

R el L Jane

s P(_\;) k\‘

a(3)

Si el limite tiende a 0" la curva esta encima de la asintota y si tiendea 0
esta debajo.

Ejemplo de calculo de asintotas horizontales:

Calcula las asintotas horizontales de la siguiente funcion:

[(x}

Para hallar las asintotas horizontales calculamos el limite en el infinito.

]

hhm | 2. = 2. Iim
A v 4] X—ox | w47 )

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach. 168



Para hallar la posicion de la curva respecto a la asintota calculamos
los limites en el infinito.

# - = - - - " . .
. 2N . 2T -2 -2 . ro-2 -2
l1m -2 = hIm - = him | =

| | = 4 | i o
K——a0 | ¥ | ; K- | X | ; K- | ¥ ]/

I.f - \_I ;. - A \ : ) -:, N I-/ ) - . i _:I
lim -2 = hm — = lim - | = = (]
K> kY ] ; K=o | X ] J N—an | X 1/

La curva esta debajo de la asintota.
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ASINTOTAS OBLICUAS

ASINTOTAS OBLICUAS LINEALES

Una funcion f(x) tiene una asintota oblicuaen y=mx+n si:

m= lim
X—>»Fao X

n= lim Lf(x) - me

x—>Foo

Para conocer la posicion de la curva respecto de la asintota oblicua se hallan:
lim f(x) - (m_\' + nﬂ

WNepToD T

ASINTOTAS OBLICUAS:

Para hallar las asintotas oblicuas calculamos:

{2\‘ \-2\' fE\‘ \-E\
/ -
i ~
. - . : . -2
m = lim X lim X lim - 2
& =D \ X — . N — ' \_
Y
', / '\, /
2 5 ™ -5 2 ™
. 2T tbx-2 . i Fx-2-2x" . -
n= hm -2 lim lim |
T e \ \ ).' T \ _'\ __.-' T h _\ J

Andrea Calvo Garcia, N° 6, 2° C Bach. 170



"
3
"y
=Y
3
A
.

S 2 e I
. 2% 2 . . 2N o X .
lim - 2x 1) lim lim

La curva esta encima de la asintota oblicua.

|j =y 2 ~5 x‘l |'/ -y 2 5 -~ -h \I I -~
. N- 4 5 . i ML maMN A . [ = & |
lim - 2x 1) lim lim
e L by " et | b J oo X
h, A h, A

La curva esta por debajo de la asintota oblicua.
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METODO GENERAL PARA HALLAR LAS ASINTOTAS OBLICUAS

Para hallar una asintota oblicua se hace la division del numerador entre el
denominador, siendo el cociente la formula de la asintota.

e Caso I: Asintota oblicua lineal

Si grado de P(x) - grado de Q(x) = 1

P(x) Q(x) L P(y) R(x)
R{I) mx+ n Q(l) Q

Larecta y=mx +n es asintota oblicua si se cumple alguna de las
siguientes condiciones:

_xlifl—lm [f(x) - (mx+n)|[=0 o xli}rﬂn [f(x) - (mx+n)[=0

Para calcular la posicién de la curva respecto de las asintotas oblicuas,
hallamos:

Si el limite da 0" (cero por la derecha) la gréfica de la funcién se
encuentra por encima de la asintota. Si el limite da 0 (cero por la
izquierda) la grafica de la funcidén se encuentra por debajo de la
asintota.

Podemos calcular la asintota oblicua del ejemplo anterior por este
método:
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o 2x - |

Por lo tanto, la asintota oblicua es: y=2x-1

Caso llI: Asintota oblicua no lineal o ramas parabdlicas

Si grado de P(x) - grado de Q(x) = 2

En este caso hay una asintota oblicua no lineal o rama parabdlica,
donde se cumple que:

. L . P(x)
« Hacia arriba si lim =+ a0
X ol (\'}
. . . P(x)
« Hacia abajo si lim = -0
Xt (\}
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Asintota oblicua:

I

il

by

£ix)

Para calcular la asintota realizamos la division entre el numerador y el
denominador:

Por lo tanto, existe una rama parabdlica (asintota oblicua no lineal):
2
y=X

Resumen
Una funcién racional puede tener asintotas verticales, horizontales y oblicuas:

1) Tiene tantas asintotas verticales como raices reales distintas tenga el
denominador y que no lo sean del numerador.

2) Tiene una asintota horizontal si el grado del numerador es menor o igual
que el del denominador.

3) Tiene una asintota oblicua si el grado del numerador es uno mas que el
del denominador.

4) Tiene una rama parabdlica (asintota oblicua no lineal) si el grado del
numerador es 2 o mas que el del denominador.

Una funcién racional puede tener varias asintotas verticales, y a lo sumo una
horizontal u oblicua. Si la tiene horizontal, no la tiene oblicua y viceversa.
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CONTINUIDAD DE FUNCIONES

1. Continuidad de una funcion.
2. Propiedades de las funciones continuas.

3. Tipos de discontinuidad.
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CONTINUIDAD DE FUNCIONES

1. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

Una funcién es continua en un punto a si se cumplen las tres condiciones
siguientes:

1. Existe el limite de f(x) cuando x tiendea a.
2. Lafuncién esta definida en el punto a.
3. Los dos valores anteriores coinciden.

lim f(x)=f(a)

X—a

Una funcién es continua en un intervalo si es continua en todos los puntos
del intervalo.

De la misma forma, una funcién es continua en todo su dominio cuando lo es
en todos los puntos que componen su dominio.

CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

Una funcién polinémica f(x) = ap + a;x +... + a,x" es continua en todo punto
de R.

Una funcion racional f(x) = P(x)/ Q(x) donde P(x) y Q(x) son polinomios,
es continua en todo R excepto aquellos puntos que anulen el denominador.

Una funcién radical o irracional f(x) = Vg(x) es continuaentodo R si n es
impar y en los puntos donde g(x)=0 si n es par.
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Una funcién exponencial f(x)=a* (donde a>0 y a#1) escontinuaen
todo R.

Una funcién logaritmica f(x) =logax (donde a>0 y a#1) escontinua
en el intervalo (0, +«).
Las funciones trigonométricas f(x) =senx y f(x) =cos x son continuas en

todo R.

La funcion trigonométrica f(x) =tg x es continua en todo R excepto en los
puntos de la forma x = (11/2) + k-TT.

Ejemplo del calculo de la continuidad de una funcion:

x?_-3x+2
XxX-3

1) f(x)=

Al tratarse de una funcién racional, estudiamos los puntos donde la
funcion no esta definida.

Esto ocurre cuando se anula el denominador, es decir, cuando x-3 =
0 > x=3.

Por lo tanto la funcion es continua en: R - {3}.

2) T(x)=+x-9

La funcion f(x) es una funcion irracional. Por lo tanto estudiamos
cuando x*-920.

x*-9 = (x-3)(x+3)20 = Lasraicesson x=-3 y x=3.
Estudiamos el signo en los siguientes tres intervalos:
A=(-=-3) = f(-4)=7>0.

B=(-3,3) = f(0)=+-9 No existe.
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C=(3,+») = f(4)=7>0.

Por lo tanto la funcion es continua en: (-«, -4] U [4, +=).

3) f(x)=In (1-x7)

La funcion f(x) es una funcion logaritmica. Por lo tanto estudiamos
cuando 1-x*>0.

1-x°

=2 (1-x)(1+x)>0 = Lasraicesson x=-1 y x=1
Estudiamos el signo en los siguientes tres intervalos:

A=(-~,-1) = f(-2)=In(-3) No existe.

B=(-1,1) = f(0)=In1>0.

C=(1,+») = f(2)=In(-3) No existe.

Por lo tanto la funcién es continua en: (-1, 1).

2. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES
CONTINUAS

Dadas las funciones f(x) y g(x) continuas en el punto x =a, tenemos
que:

Iy (Fraifx)—1{x) refx) esconfinuaen x —a
2y (f-g){x) —f(x)-g{x] escontinuaen X —a
3 (0 gix) - r{x) - ogix) escontinuaen X —a
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Cf L fx)
4y —(x) —
g glx)

escontinuaen X —a siempre que  gla)=0

5) Mualtiplo esealar: -1 .\'} con teF, escontinuaenx —a

3. TIPOS DE DISCONTINUIDAD

DISCONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Una funcién es discontinua en un punto a cuando no es continua en el, es
decir, cuando no se cumple alguna de las tres condiciones de continuidad.

1. No existe el valor de la funcion en x = a, es decir, no existe f(a).

2. No existe el limite de la funcidén en x = a, es decir, no existe el limite
de f(x) cuando x tiendea a.

3. Existe f(a) yellimitede f(x) en x=a pero son distintos:

lim f(x) # f(a)

X—a
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DISCONTINUIDAD EVITABLE

Una discontinuidad en x =a es evitable si existe el limite de la funcion f(x)
en x=a Yy es finito, pero es distinto de la funcion en x=a o0 no existe el
valor de la funcibn en x = a.

Esta discontinuidad se llama evitable porque la funcion se convierte en
continua al asignar el valor del limite al valor de la funcién en x = a:

f(a)= !}E f(x)

La funcion no esta definidaen x=a
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DISCONTINUIDAD DE 12 ESPECIE O DE SALTO

Una discontinuidad en x =a es de 12 especie o de salto si existen los limites
laterales y son distintos, o alguno de ellos es infinito.

Decimos que es de salto finito si los limites laterales son finitos y de salto
infinito si alguno de ellos es infinito.

e Discontinuidad de salto finito

Este tipo de discontinuidad ocurre cuando no existe el limite
de f(x) cuando x tiendea a.

Es decir, aunque existen los limites laterales, estos no coinciden:

lim fix) = Lm f(x)
x—>2a"

X—>a
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e Discontinuidad de salto infinito

Los dos limites laterales en x =a son infinito.

lim f(x) = 4w

x—>a"

lim f(x) = -»

X—>»a

_,_.,__,__,_.,_,_,_,__,__,_,_,_,_',_":,;..__,_.,__,_,_,,_,_,_.,__,__,__,_,_
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e Discontinuidad de salto infinito

Uno de los dos limites laterales en x =a es infinito.

lim f(x) = f(a)

X—>a

lim f(x) = 4w
x—>a’

DISCONTINUIDAD DE 22 ESPECIE O DICONTINUIDAD
ASINTOTICA

Una discontinuidad en x =a es de 22 especie si uno o los dos limites
laterales no existen.

Discontinuidad de segunda especie

f(2)=+v2-2-0

lim f{x] lim Ax-2 =2 -2-=0
2 w2

lim {x] noexiste

L
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